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Notes d’optimisation en dimension finie

1-Optimisation dans R

1.1-Extremums et fonctions continues

Soient K un partie non vide de R, f: K — R une fonction

(P) infrex f(x)

un probleme.
Définition 1.1. Le probleme () est appelé probleme de minimisation avec contraintes ou lié
ou local, si K € R. () est appelé un probléme de minimisation sans contraintes ou libre ou
global si K = R.
Question: Sous quelles conditions sur K et f, le probleme de minimisation (P)
admet une solution minimale i.e. un élément x* € R tel que f(x*) < f(x) pour tout x € R.?
Rappelons un résultat bien connu d’optimalité, i.e. un résultat d’existence de la solution de
(P), dont la démonstration est semblable a celle du théoréeme 1.2 ci dessous.
Théoreéme 1.1.(Weirstrass) Si K = [a, b] et f est continue sur K. Le probléme avec
contrainte (P) admet une solution minimale.
Définition 1.2.

a) On dit que la fonction f est coercive sur K, si f(x) — +oo quand |x| — +oo.

b) La fonction f: K — R U {40} est propre s’il existe x, € R tel que f(x,) < +oo.
Il est clair que, s’il existe @ > 0 tel que f(x) = a|x|, pour tout x € K, f est coercive.
Un second résultat d’optimalité est:
Théoreme 1.2. Si la fonction f: R — R U {40} est propre, coercive et continue. Le
probléme global () admet au moins une solution minimale.
Preuve. Soit m = inf,cg f(x), puisque il existe x, € R tel que f(xy) < 4o, alorsm € R et

pour tout n € N*, il existe une suite {x,} dans R tel que: m < f(x,) <m+ % et donc
lim,_, .., f(x,) =m.Lasuite {x,} est bornée, si non vn € N*, il existe une sous suite
{x(m} de la suite {x,} vérifiant |x, | > n, donc |x, | — +oo, comme J est coercive sur
R. En tend que sous-suite de la suite f(x,,), ona f(x,m)) — =+, contradiction. {x,,} étant

bornée, elle admet une sous-suite {x, )} convergente vers x* € R. Par continuité de f(x*) =
m < f(x), pour tout x € R.

1.2-Extremums et dérivés premieres

On note par I(x,r) l’intervalle ouvert de centre x € R et de rayon r > 0. Soient E un
partie non vide de R, et f: E — R une fonction.
Définition 1.3. Un point d’accumulation x, € E est dit:

a) Un minimum local (respectivement un minimum global) de f dans E, s’il existe
& > 0 tel que: f(xp) < f(x), Vx € I(xy,8), (respectivement Vx € E). Quand x, existe, on
note par f,in (xo) la valeur minimale de f.

b) Un maximum local (respectivement un maximum global) de f dans E, s’il existe § > 0
tel que: f(x) < f(xy), Vx € 1(x,,6) (respectivement Vx € E). Quand x, existe, on note par
fmax(xo) la valeur maximale de f.

¢) Un extremum local (respectivement un extremum global), s’il est minimum local ou
maximum Local (respectivement s'il est minimum global ou maximum global).

La valeur f(x,) est dite selon le cas: la valeur minimale locale ou maximale locale
(respectivement minimale globale ou. maximale globale).

d) Un point selle s’il n’est pas un extremum.

Proposition 1.1. Si x, € E est un extremum local ou global et si f'(x,) (la dérivée de f au
point x, ) existe. Alors f'(x,) = 0.
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Remarque 1.1.

a) Si f est dérivable sur E, les solutions de 1’équation f'(x) = 0 sont appelées points
critiques de £, ils sont selon la forme de la courbe, des points stationnaires ou des points cols
de f.

b) Il existe des fonctions dont les dérivées sont nulles en x,, mais x, n’est pas un
extremum.

Exemple 1.1. La fonction f(x) = x3 sur R est telle que f'(0) = 0 qui n’est pas un
extremum, car la fonction f change de signe au voisinage de 0.
Proposition 1.2. Soit f une fonction dérivable sur E. Alors:

a) Si f'(x) = 0, alors f(x) = cte (constante).

b) Si, f'(x) = 0 (respectivement f'(x) > 0), alors f est croissante
(respectivement f est strictement croissante).

¢) Si, f'(x) < 0 (respectivement f'(x) < 0), alors f est décroissante
(respectivement f est strictement décroissante).

d) L’équation de la tangente au point (x,, f(x,)) de la courbe de f s*écrit: f(x) =
f'(xo)(x — x0)+ f(x0), f'(x) est donc la pente de cette tangente. Donc si x, € E est un
extremum, la tangente au point (xo, f (xo)) est paralléle a I’axe des x. Si admet la dérivée a
droite f;(x,) (respectivement la dérivée a gauche f;(x,)) au point xo). On a une demi-

tangente & droite (respectivement une demi — tangente a gauche) au point (xo, f(x,))
d’équation f(x) = f;(x0)(x — x0)+ f(x0) (respectivement f(x) = fg(xo)(x — x0) +
JxO0.

Définition 1.4. On dit que la fonction f est différentiable en x,, s’il existe a € R et une
fonction a: E — R, h — a(h) Vérifiant a(h) — 0, quant h — 0 (h # 0) tel que: f(x, +
n—fx0=al+arh.

Remarque 1.2. Il y’a équivalences entre la dérivabilité de f au point x, et sa différentiabilité
en x,. Dans le cas ou f'(x,) existe, a = f'(x).

Définition 1.5. Si f est différentielle au point x, € E. La différentiable de f au point x, € E
est une forme linéaire (continue) notée df,  définie de R dans R, par df,, (R)=f (xo)h pour
tout h € R. Lorsque f(x) = x, f (x) = 1 pour tout x € E. On a donc, pou tout x € E et pour
tout h € R, dx,(h) = h ou simplement dx(h) = h, d’ou df,, (h)=f'(xo)dx(h), pour tout

h € R, ce qui donne df,, = f'(xo)dx. Si f est différentiable en tout point x € E, df, =

df () = f'()dx ou £ (x) = L2
Remarque 1.3.

a) Une fonction dérivable en x, € E est continue en x,.

b) Une fonction peut avoir un extremum en un point sans étre dérivable en ce point.
Donnons un résultat d’existence d’un extremum d’une fonction non nécessairement dérivable
en x,.

Théoréme 1.3. Soit f une fonction dérivable au voisinage de x, sauf au point x, et elle est
continue en x,. Alors:

a) Si au voisinage de x,, f'(x) est négative a gauche de x, et elle est positive a droite de
Xo, f @admet un minimum local en x,,.

b) Si au voisinage de x,, f'(x) est positive a gauche de x, et elle est négative a droite de
Xo, f admet un maximum local en x,.

c¢) Si au voisinage de x,, f'(x) garde un signe constant a droite et & gauche de x,, f n’a
pas d’extremums local en Xx.
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Preuve. a) Appliquons Lagrange a f sur [x, x,] (x < xg), il existe a € |x, x,[ tel que: f(x)-
f(xo) = f(a)(x — x,), comme f'(a) < 0 car f'(x) est négative a gauche de x, et comme
x —xg < 0,alors f(x) — f(xy) = 0, donc x, est un minimum local de f. Si maintenant
X > Xq, il existe B € |xq, x[ tel que f(x) — f(xg) = f'(B)(x — xy) = 0 car f'(x) est positive
a droite de x,, donc x, est un minimum local de f. La démonstration de b) se fait de la méme
maniere. ¢) L’égalité f(x) — f(xy) = f'(a)(x — x,) de a) change de signe selon le signe
de f'(a), donc f n’a pas d’extremums local en x,.
Exemple 1.2.

a) La fonction f(x) = |x| sur R et telle que f(0) = 0 < f(x) = |x]| sur R, alors que
f'(0) n’existe pas. Il est claire que f'(x) = +1 change de signe au voisinage de 0 qui est un
minimum globale.

b) La fonction flx) = Vx2 sur R est continue sur R et elle est dérivable sur R* et

f'(x) === Doncf (x) >0six>0etf'(x) <0six <0d’ou f admet un minimum
global en O
c¢) La fonction
T six #0;
fO) =141+ ex
0 six =0,

1

1+(14+3)ex .
est continue sur R et elle est dérivable sur R*, f'(x) = +(—+")z fa(0) =0 = 1 = £,(0).

<1+e%>

Comme f'(x) = 0 a droite et a gauche de 0, f n’a pas d’extremum en 0.

1.3-Extremums et dérivées d’ordre supérieur

Soit f € C™([a, b]) i.e. la fonction f est n fois dérivable et sa dérivée d’ordre n, notée f(™
est continue sur [a, b], telle que la fonction £ es dérivable sur Ja, b[ et soit x, € ]a, b[. On
suppose que pour tout t € [0,1] et pour tout h € R, a + th € [a, b].
Théoréme 1.4. (Développement de Taylor). Sous les conditions ci-dessus. Pour tout
x € [a, b] (x # x,) et pour tout p € N*, il existe 6 € ]0, 1[te| que:

FG) = £ o) + 280 () + 2789 (e — )2 4o LD (o yn g R, (). (TG)

(n+1)
oll Rn+1(X) _f (x;-:-pg(x xo))( 0)n+1(1 _ )n p+1 (RTG)

La formule (TG) s’appelle le développement a 1’ordre n de Taylor, avec reste généralisé, de la
fonction f au point x,. En posant x — x, = h, (TG) s’écrit:
o+ 1) = flxg) + LE2p 4 LD p2 oy SO yn g () OO Ry (B) =
f(n+1)n(l3;o+9h) hn+1(1 e)n p+1
Remarque 1.4.

a) Pour p = 1, on obtient la formule de Taylor-Cauchy (TC), dont le reste est R,,,,(h) =
D (xo+6h) 4 ni1 n
———h""1(1 - 6)" (RTC)

n!

b) Pour p = n + 1, on obtient la formule de Taylor-Lagrange (TL), dont le reste est

(n+1)( oh)
Rusn () = BB et (R
Théoréme 1.5 (développement de Taylor — Péano). Si f € C™*([a, b]) etsi f™~ D est

dérivable en x, € ]a, b[, on a la formule de Taylor-Péano suivante:
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! 144 (n—l)
Flxg +h) = fxg) +1 (x°) htl “‘0) R 4o L EDpn-1 4 B (R) Ol Ry, (R) =

(n—-1)!
o(h™) i.e R4, (h) est negllgeable devant h™ autrement dit lim,..,, R”;'ll(h) 0.

Théoréme 1.6 (développement de Taylor avec reste intégrale). Si f € C"**1([a, b]), on
obtient la formule de Taylor avec reste intégrale suivante

flxo+h) = fxo) + r (x") htl (x") B2 4 ..y L0 (x") A™ 4+ R, (R) OU R, 1 (R) =

Ef;“h M+ () (xo + h —s)" ds. En faisant un premler changement de variable en posant

u=xy+h—-s,Ryi(h) = %fohf(”“) (xo + h — u)(u)™ ds et par un deuxiéme changement

de variable h — u = th, Ry, (h) = %fol(l — )" f ™D (xy + ht) K" dt
Remarque 1.5.
a) Dans la cas ou x, = 0 dans les différentes formules précédentes, on obtient la formule
de Taylor-Maclaurin (TM) avec restes de Taylor-Maclaurin (RTM).
b) Les restes dans les différentes formules de Taylor sont négligeables. Montrons par
A CLO et
(n+1)!

f(n+1)(9h) n+1 (n+1) n+l -~ n+1
(n+1)! h | |f (9h)| (n+1)' |h| =M (n+1)! I |

(|F™*B(6R)| est supposée bornée). Ce qui permet d’obtenir une meilleure approximation
de f(x) en la remplagant par un polyndme.

On a vu dans la proposition 1.1 que: si au voisinage de x,,une fonction est dérivable au
point x, et admet x, comme extremum local en x,, sa dérivée en x, est nulle.
Question: Parmi les solutions de 1I’équation f'(x) = 0, existe-il des extremums de f?
La réponse est donnée par le théoréme suivant:
Théoréme 1.7. Si, au voisinage de x,, une fonction f est de classe C", n € N* et telle que:
F'(xe) = f"(x0) = = = fP D(xy) = 0 et f™(x,) # 0. Alors, x, est un extremum local
ssi n est pair.et:

a) x, est un minimum local si f™ (x,) > 0.

b) x, est un maximum local si f™(x,) < 0.

Preuve. La formule (TL) s’écrit: f(xo + h) — f(xg) = hA"ou0 <6 <1.

Supposons que n est pair et que £ ™ (x,) > 0, par continuité de ™ onalim,_ f™ (x, +
Eh=/nx0>0, donc pour 12/7x0, il existe 5>0tel que pout tout Z€/0,5on a

F®(xo + 6R) > f™(xy) — %f(n)(xo) = f®™(x,) > 0, donc f(x + k) — f(x) > 0 ou
bien f(x) — f(x,) > 0 pour tout x € I(xg, ) i.e. x, est un minimum local. Méme
argumentation pour le maximum local.

exemple que: R, ., (h) = — 0 quand n — oo, puisque, 0 < |R,41(h)| =

1

@ )(xo+9h)

Remarque 1.6.

a) Dans le cas ou n est impair f(x, + h) — f(x,) change de signe avec h on a ni
maximum ni minimum. On a un point d’inflexion si f™ (x,) > 0 i.e. la courbe traverse la
tangente au point (x, f (x0)).

b) Dans le cas ol n est paire et ™ (x,) = 0, on peut rien dire. Il se peut qu’on a un
extremum ou un point selle. Comme le montre les exemples suivants: la fonction f(x) = x* a
pour £'(0) = f""(0) = 0 et f“(0) = 24, donc 0 est un minimum, alors que la fonction
f(x) =x3apour f'(0) = f"(0) =0, comme f"'(x) = 6x et f"'(0) =6>0,0estun
point d’infliction, donc se n’est pas un extremum.

Exemple 1.3.
a) La fonction f(x) = x3 — 3x — 4 a pour points stationnaires (x = 0 et x = 2).
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Comme pour f''(0) = —6, 0 est un maximum local de f, finqx(0) = —4.et comme f"'(2) =
6, 2 est un minimum local de f, f;,in(2) = —8.

b) La fonction f(x) = (x — x,)" est telle que: f'(xg) = = = f™ D (x,) = 0 et
f™(x,) = n! > 0, donc x, est un minimum local de f si n est pair et un point d’inflexion si
n est impair.

1.4-Extremums et fonctions convexe
Définition 1.6.

a) Une partie non vide K de R est dite convexe si Vt € [0,1] et Vx, y € K, la combinaison
convexe tx + (1 —t)y € K.

b) Une fonction f définie sur une partie convexe K de R est dite convexe,
(respectivement strictement convexe ) sur K, si Vt € [0,1] et Vx,y € K, f[tx +
1-y<tfx+1-tfyrespectivement fex+1-ty<t/x+1-tfy.

¢) Une fonction f définie sur un convexe K est dite concave, si la fonction (—f) est
convexe sur K.
Exemple 1.4.

a) Les singletons, tous les intervalles de R sont des convexes et les sous-espaces vectoriels
sont des convexes.

b) Les fonctions f(x) = x? et g(x) = |x| définies de R dans R, sont deux fonctions
convexes.
Théoréme 1.8. Soient I un intervalle ouvert de R, x, € I et f une fonction, définie et convexe
sur I. Alors, f est dérivable a droite et a gauche au point x, et f est continue au point x,.

Preuve. Démontrons d’abord que, la fonction h(x) = w est croissante sur I \ (x,),.
—A0

soient x et y dans I \ (x,), tel que x < x, < y (méme résonnement si x, < x < youx <
y<x0,0na 0<t=y—x0y—x<l1, 1-t=x0—xy—xet xO=tx+1—¢y, comme fest convexe,
fl) < (B22) £ + (22) FO) © FGrodxo + f () v = %) < fxo)xo +
fOIY =x0) + f)(xo—x) & (F(x) = f(x0)) Y = x0) < (f) = f(x0))(x — x0) &
h(x) = M < h(y) = w donc g est croissante sur I '\ (x,). Pour la

X0 —40
derlvablllte, puisque g est croissante sur [a, b] \ (x,) ou a, b € I, donc elle est bornée sur tout
intervalle intérieur a ]a, b[, donc lim,_,,~ h(x) = MmaX(yesx<xy) h(x) = fy(xo) €t
lim,_, .+ h(x) = Minges xsy,) R(x) = f(xo),.donc f est dérivable a droite et a gauche au
point x,, ce qui conduit a la continuité de f a droite et a gauche de x,.

En permutant x, et x dans I’inégalité de convexité ci-dessus on aura, limx_)xar fx) =
f(xo) = lim,_, .+ f(x), f est donc continue en x,.

Proposition 1.4. Soit f une fonction, définie et dérivable sur un intervalle I de R. Alors, f est
convexe ssi la dérivée f' est croissante sur I.
Preuve. Si f est convexe sur I. Pour tout x dans I’intérieur de I, f; (x) et f;(x) existent, donc

six<y<zonaf,(x) < fi(x)(y) car f(y) f(x) < L@ ) 4 fonction x - £1(x)(x) est

croissante (respectlvement la fonction x — fg (x) est croissante). Comme par hypotheése,
f'(x) existe sur 1, alors f'(x) = f;(x)(x) = f,(x) et f" est croissante. Réciproquement,
soientt € [0,1],x,y €I (x <y) etz =tx + (1 —t)y € I qui est convexe. Appliquant le
théoréme de Lagrange pour f sur les deux intervalles [x, z] et [z, y], ils existent a € ]x, z[ et

B €lzyltelque: f(x) = f(2) + f(@(x—2) et f(y) = f(2) + f(B)y —2).En
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remarquantque, x —z = (t — 1)(y — x), y — z = t(y — x) et en multipliant la premiére
égalité par ¢ et la seconde par (1 —t), onatf(x) = tf(z) + tf (a)(t — 1)(y — x) et
A-0f=>0-f@+tA-Of (B —x).Doutf(x) + (1 -t)f(y) =

flex+ A=)+ tt-Df @@ -0 +tA-Of By —x) = ftx + 1 —t)y) +
t(1 -8y —0lf (B) — f ()], comme t(1 —t)(y —x)[f (B) — f (a)] = O car f est
croissante donc, f(tx + (1 —t)y) < tf(x) + (1 —t) f(y) et f est convexe sur .
Corollaire 1.1. Le courbe d’une fonction f, qui est convexe et dérivable sur un intervalle I de
R, est située au-dessus de chacune de ses tangentes i.e. au point x, on a I’inégalité de
convexité suivante: f(x) = f'(xq)(x — xo) + f(x) pour tout x € I.

Preuve. Soit (xo,f(xo)) un point de la tangente a la courbe de f, dont I’équation est y =

f' (o) (x = x0) + f(x0). Alors f(x) —y = f(x) = [f'(x0) (x = x0) + f(x0)] =

[f(x) — f(xo)] — [f'(x0) (x — x0)]. Le théoréme de Lagrange, assure 1’existence d’un point
c € ]xo, x[, tel que f(x) — f(xo) = f'(c)(x — x0),donc f(x) —y = [f'(c) — f'(x0)](x —
x0, comme d’apreés la proposition 1.4, /”est croissante on a fr—yp>0i.e. la courbe de Fest
situee au-dessus de la tangente a la courbe de f au point (xo,f(xo)) ou bien f(x) =
f'(x0)(x — x¢) + f(xo) pour tout x € I.

Corollaire 1.2. Soit f une fonction convexe et dérivable sur un intervalle I de R. Alors, si x,
est un minimum local, il est minimum global.

Preuve. Puisque f(x) = f'(xo)(x — x) + f(x,) pour tout x € I et f'(x,) = 0, alors

f(x) = f(xq) pourtoutx € I.

Il est immédiat que:

Corollaire 1.3. si, f est une fonction convexe et dérivable sur un intervalle I de R et si,

X, € I satisfait f'(x,) = 0, alors x, est un minimum de f sur I.

Corollaire 1.4. Si f est deux fois dérivable sur un intervalle I de R. Alors, f est convexe ssi
f” 2 0.

Preuve. Puisque /'’ > 0 sur I, alors la dérivée f' est croissante sur I, d’aprés la proposition
1.3 f est convexe sur I. Réciproquement, puisque d’apres (TY) appliquée au point x arbitraire
dansl,ona f(x+h) = f(x) + f'(x)h + %f”(x)h2 + h?e(h) avec e(h) — O quand h — 0
et d’apres le corollaire 1.1, f(x + h) — f(x) — f'(x)h = 0, alors %f”(x) + ¢(h) = 0 quand
h— 0, f"(x) = 0.

Remarque 1.7.

a) La somme de deux fonctions convexe est une fonction convexe et le produit d’une
fonction convexe par un nombre réel positif est une fonction convexe.

b) Le produit de deux fonctions convexes n’est pas toujours convexe. En effet les deux
fonctions f(x) = x et g(x) = x? sont convexes sur R, alors que h(x) = f(x)g(x) = x3
n’est pas convexe sur R, car h''(x) = 6x est alternative.

Proposition 1.5. Une fonction continue sur un intervalle I de R est convexe sur I ssi pour tout

yelLf(Z2) < (F@ +Fo).

Preuve. Soient,b € I (a < b), z € [a, b] et [a,, b;] I’'un des deux intervalles [a, asz] et

[a+b b] contenant z. Par itération, on obtient une suite d’intervalles [a,, b,] de longueur %

2’

contenant z. Les deux suites {a,,} et {b,,} convergent vers z et prennent les formes: a,, = a +
b—a\ _ (1 -k L3 — bma _ (1 _ k1 LaEpAre n_

k(2 =(1-5)a+mbethy =a,+==(1-5)a+Fhou1 <k <2 -1,

n € N*. Par I’inégalité de convexité, on a f(a,) < (1 — zin) f(a) + zin f(b)etf(b,) <

(1—%)f(a)+%f(b),VneN*et1Skszn—LcOmmean—»z:(1—t)a+tb
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zin € [a, b]. Par continuité de f enz,ona f(z) < (1 —t)f(a) +t f(b) ce
qui donne la convexité de f.

Donnons en fin un résultat d’unicité de la solution optimale du probléme (P).
Corollaire 1.5. Si la fonction f: I — R est strictement convexe. La solution optimale du
probléme (P), quand elle existe est unique.

Preuve. Supposons que (P) admet deux solutions optimales distincts x* et y*. Puisque f est

strictement convexe. Alors f (x*;’y*) < %(f(x*) + f(¥")), comme f(x*) = f(y*) donc

f (x;y) < f(x*) contradiction.

out =lim, e

2-Optimisation dans R"

2.1-Dérivabilité des fonctions a plusieurs variables
Soient Q un ouvertde R, a = (ay, ..., a;, ...,a,) € Q, h = (hq, ..., h;, ..., h,) € R™ tel que

a+heq,]| | unenormedeR"™ (x,y):=xTyoux’ estle transposé de x, le produit
scalairede x,y € R" et f:x = (xq, ..., X, ..., X)) € Q +— f(x) € R une fonction. Rappelons
que:
mi)Vx,y,z€R"etVAER, Kx,y) = (Ax,y) = (x, Ay), (x + y,2) = (x,z) + (y,z) et
(x,x) = ||x]|* (1a norme Euclidienne dans R")

i) Vx,y € R, (x,y) = (y,x), llx + ylI> + llx — ylI* = 2[lIx]I* + llylI?]
(identité du parallélograme) et |[(x, y)| < ||x||||ly|| (inégalité de Cauchy Schwarz).

iii) Si, a € R™ est fixé et (x,a) = 0, pour tout x € R™, alors a = 0.
m Pour toute forme linéaire f: R™ — R, il existe un unique élément c € R™ tel que f(x) =
(c,x).
mf est dérivable au point a, si ses dérivées partielles au point a, i.e. les

! (al""'a”h"""'a:l)_f (@1 @ivn@n) o istont pour tout i € {1, ..., n}, autrement dit pour
i

tout i € {1, ...,n}, les fonctions d’une seule variable dites fonctions partielles ¢;(x;) =
f(ay, ..., a;_1, %, j11, -, Qy) SONt dérivables aux points a;. On note pour tout i € {1, ...,n},

;—J’; (a) ou fy,(a) ou simplement d; f (a) la dérivee partielle de f par rapport a la composante

limp, o

Xi.

llLa dérivée de f au point a quand elle existe, est:

f(@) = (0:f(a), .., 0:f (@), .., 0nf (@) = (B1f, e, Bif, ., Onf)q €t le gradient de f au
point a noté Vf (a), est définie par Vf(a) = (f'(a),e) = X7 0;f (a)e; ou

e = (e, ...,€, ..., en) € R" avec |e;|=1, pour tout i € {1, ...,n}. Si f est dérivable en tout
point a de Q, la fonction dérivée f': Q — R™ est donnée par

f'x) = (alf(x), v, 0if (), o,y anf(x)) elle est dans la plus par des cas notée comme le
gradient de f.

m La dérivee directionnelle de f au point a suivant la direction du vecteur u € R™ ou
a+tu€eteR estlalim,,, w quand elle existe, on la note par Z—i (a) ou
d,f (x) ou f,,(a). Dans le cas ou u est un vecteur unitaire normal i.e. ||u|| = 1, on obtient la
dérivée normal de f au point a notée £, (a) ou Z—fl (a).

mNotons que, si les dérivées directionnelles de f au point a existent dans toutes les
directions, la dérivée ;—i (a) est obtenu a partir de la dérivée directionnelle de f au point a

suivant la direction du vecteur e; = (0, ...,1, ...,0), (1 se trouve a la position i) de la base
canonique {e;, 1 < i <n}de R"i.e. f/ (a) = f;,(a) pourtouti € {1, ..., n}.
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Remarque 2.1.
a) Une fonction dérivable en un point de R™ n’est pas toujours continue en ce point.
b) 1l se peut que les dérivées partielles d’une fonction en un point de R™ existent, mais les

dérivées directionnelles dans toutes les sens n’existent pas.
xy

Exemple 2.1. Pour (x,y) € R?, lafonction f(x,y) = {x2+y
0 six?+y? =

a pour dérivée au point (0,0), f'(0,0) = (fx’(0,0),fy’(0,0)) = (0,0). Alors que f n’est pas
continue en (0,0). Car la suite {(31)} converge vers (0,0), mais f (l l) — 1 + 0= £(0,0)

x+y sixy #0;
sixy =0,

point (0,0), f'(0,0) = (fx (0,0), £, (0, 0)) = (1,1), mais pour n’importe quel vecteur u =

(uy, uy) # (0,0) on a lim,_,, & t”i) f(0.0) =1li im = 1 = oo, donc la dérivée directionnelle de

f au point (0,0), dans la direction u n’existe pas.

six? + y? # 0;

Exemple 2.2. Pour (x,y) € R?, la fonction f(x,y) = { a pour dérivee au

Exemple 2.3. Pour (x,y) € R?, la fonction f(x,y) = {x4+ 7 siny) #0; a pour dérivee
0 si(x,y)=0,
directionnelle au point (0,0), dans la direction u = (uq,u,) ou u, # 0, la

— 2 2
lim,_ f(tul’tui) 1O _ Jim,_, % = % Donc pour u = e, = (0,1), £,(0,0) = 0 et

£ (0,0) = lim;_,, w = limh_m% = 0, alors que la dérivée dans la direction
u = e, = (1,0) n’existe pas.
m Si pour tout x € Q, f(x) = (A(X), ., f5(X), ., fru(x)) € R™, m € N et si

f?' 01f1 ...al-fl - Onf1
fi' (@), ... fi' (@), ..., fm (a) existent, alors: f'(a) = kf]’) = k 01f; ...ai)j- e Onfin ) =

fin 01fm - 0ifm - Onfm
(aifj(a)) 1<i<n - [ (@) est une matrice m lignes et n colonnes.

1<jsm
Théoréeme 2.1. Si f'(a) existe et si g est une fonction dérivable au point f(a) = b d’un
ouvert U c f(Q) c R™ et pour tout x € Q,

h(x)=(go f)x) =g (fl(x), ol 00, ...,fm(x)) = (hy, o b, hy) ERP, p €N,
Alors, la fonction h est dérivable au pointa et h'(a) = [(g o f)(@)] = g'(f(a)).f'(a) =
g'D). ().

L’écriture matricielle de h'(a) est:
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R, O1hy ... 0;hy .. Ophy

h’(a) = | h;c) = | alhk ...aihk anhk)
a

h, dihy ... 0;hy ... Onh
(algl ajgl e Omg1 01f1 - 0if1 ... Onfr
= algk ajgk amgk | alf} alf) 6nfn )
0rGp - 0Ty - ImTp) | \Oif o Oifin e Onfin]

Ce qui revient a écrire, pout tout i € {1, ...,n} et pour tout € {1, ..., p}, 9;h(a) =

221091 (b).0;fj(a). Les dérivées f'(a), g’ (b) et h'(a) sont des matrices dites Jacobiennes

et s’écrivent respectivement: Jh(a), Jg(b) et Jf(a) et Ja(a) = Jg(b).]f (a). Dans le cas ou

n =m, Jf(a) quand elle existe est une matrice carrée, son déterminant est appelé le Jacobien
; . D(f1,-f ireenfr) O(f1, S iyeeufn)

de f au point a et on le note: det(Jf(a)) ou Dl e Ou JrE

Exemple 2.4. Calculer le Jacobien de Jf(p, 6, @) ou p € R%, 0 € ]10,2n[ et ¢ € ]0, 7| et
f(p,0,9) = (pcosBsing, psinbsing, pcos) = (f1, f2, 13)(,6,¢)-

fi 01fi 021 03fi
Jf(,6,0) =| £’ =| 012 02f2 03/
5 (0.6.0) 01f3 0:f3 03f3 (0.6,0)
cosfsing —psinfsing pcosBcose cosOsing — psinfsing pcosBcose
= (sinesimp pcosOsing psin@cosq)) (sin@singa pcosOsing psin@cosqo)
cosQ 0 —psing cosQ 0 — psing
Donc

—sinfsing cosOcose . cosOsing —sinfsing
det(Jf(p.6,¢) = p*cosp cosfsing  sinfcosp| ’ |sin95in<p cosBsing
= —p2(sin?0 + cos?0)sinpcos?p — p?(cos?H + sin?0)sing sin’¢
= —p?sinp(sin@ + cos?@) = —p?sine.
Exemple 2.5. soit f: R? — R?, définie par:
fx,y) = (x+y,x—y) = (fi, [2) (x) €t s0it g: R* — R, définie par, g(x,y) =
sin(x? — y?), pour tout (x,y) € R2. Alors:

01fi 02f1 1 1
Jf(xy) = (61f2 azfz)(x,y) - (1 —1)’
Jg(x,y) = (019  029)(xy) = (2xcos(x? —y?) —2ycos(x? —y?)). La fonction
composée g o f: R? — R est définie par (g o f)(x,y) = g(f(x,y)) =glx +y,x —y) =
sin((x + y)? — (x —y)?) = sin(4xy). Donc,

J(goH,y)=00:1(g°f) 0:2(g°f))ixy = (4ycos(4xy), 4xcos(4xy)) =
4cos(4xy)(y, X)et

Ja(f e, y) = (019, 029) f(xy) =
(2A,.ey)cos(f20ey) = 2 y)), —2fa(xy)eos(F2(x) - f(x,7))) =

(Z(x + y)cos(4xy), —2(x— y)cos(4xy)) = 2cos(4xy)(x +y,y — x)
En appliquant d’une part, la dérivée d’une fonction composée

J(g° )(x,y) =Jg(f(x,y)). ]f (x,y) on obtient le méme résultat, en effet: 2cos(4xy)[(x +
vy—x111—1=2cosdxy2y2x=4cos4xyy,x.
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2.2-Différentiabilité
Définition 2.4. On dit que la fonction f est différentiable au point a € Q, s’il existe A =
(A4, ..., Ay, ..., A,) € R™ et une fonction a: R™® — R, h — a(h) Vvérifiant a(h) — 0, quant

h — 0 (h # 0) tel que: lim;_,, f(a+h)_”’;(”a)_<‘4'h> = 0 ou bien

fla+h) = f(@) = (4,h) + llhlla = X} A + llRlla(h) ()

sachantque a + h € Q.
Remarque 2.2.

a) La partie linéaire (4, h) dans () est notée df, (h) et, elle est appelée la différentielle de
f au point a. df, (h) quand elle existe est unique.

b) En remplacant pour tout i € {1, ...,n}, h; par dx; et donc h = x — a par dx, il est
parfois commode d’écrire df, (h) = df,(dx) = X1 A;dx; .

c¢) La fonction affine h » f(a) + df, (h) réalise quand h est assez petit la premiére
approximation de f an point a.

d) Une fonction différentiable en un point est continue en ce point.

e) Si f est différentiable en tout point x € Q, la différentielle de f s’écrit df (dx) =
f'(x)dx ousimplement df = f'(x)dx.
Remarque 2.3. En dimension 3, f est différentiable au point a = (, 8,7) € Q c R? signifie
géomeétriquement, qu’il existe un plan 7 tangent a la courbe z = f(x, y) au point a,
d’équation z = 9, f (a)(x — a) + 0,f (a)(y — B) + cte, le vecteur normal a = a pour
composante (9, f(a),d,f (a),—1).
Proposition 2.1.

a) Une fonction f différentiable en un point a est dérivable en a et 9;f (a) = A; pour tout
iefl,..,n}

b) Une fonction f différentiable en un point a admet les dérivées suivant tout vecteur
u= Uy, ...,uj...,uy) € R*aupointa et d, f(a) = Xtu; 0;f(a) = df,(u).
Preuve. Montrons b). Puisque f(a + h) — f(a) = X1 w;0;f (a) + a(h) ||h||, ou a(h) — 0
quand h — 0. Doncpoutt € R*,eth =tuonaf(a+tu) — f(a) =tXTu;0,f(a) +
tatuuet donc fa+tu—fat=1nuidifa+ttatun, quand £—0on a le résultat.

Proposition 2.2. Une fonction f dérivable, de dérivée continue au point a, est différentiable
en ce point et df, (h) = (f'(a), h) pour tout h € R™.
Exemple 2.6.

a) Si, il existe une constante ¢ € R™ tel que f(x) = c alors df = 0. En effet, pour tout
x,hdans R"™, f(x + h) — f(x) = 0 =df(h) + 0(h)||h|| (ob a(h) = 0(h) est la fonction
nulle), donc df (h) = (f'(x), h) = 0, pour tout h dans R™ d’ou f'(x) = 0 pour tout x dans
R™, alors f' = 0.

b) La différentielle d’une forme linéaire f définie sur R™ est elle méme. En effet, pour tout
x,hdans R™, f(x + h) — f(x) = f(h) + 0(R) ||Rll = df (h) + a(W)||]|, donc f(h) =
df (h) = (f'(x), h) pour tout x, h dans R™. Comme, il existe ¢ € R" tel f(h) = {(c, h), donc
(c — f'(x), h) = 0 pour tout h dans R™ d’ou f'(x) = c pour tout x dans R™ donc ' = c.

c¢) La différentielle de la fonction affine f(x) = (a,x) + boux,a € R" et b € R est
df (h) = (a, h) pour tout h dans R™. En effet, f(x + h) — f(x) =(a,x + h) + b —(a, x) —
b = {a, h) = (a, h) + 0(h)||k||, pour tout h dans R™. Comme df (h) = (f'(x), h) = (a, h)
pour tout x dans R™, alors f'(x) = a, pour tout x dans R™, d’ou f' = c.

d) Si, pour tout x € R™, f(x) = (ax,x) ou a € R, alors df (h) = 2a(x, h) pour tout
h € R™ Eneffet, f(x + h) — f(x) = a{x + h,x + h) — a(x,x) = a[{x,x) + 2(x, h) +
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(h, h)] — a{x, x) = 2a{x, h) + ||h||(allk]]) = df (h) + ||h]la(h) pour tout x, y € R™ ou
a(h) = al|lh|| — 0, quand h — 0.
Exemple 2.7. La différentielle en (0,0) € R? de la fonction
(x? + y?)sin (ﬁ) si (x,y) # (0,0);
0 si (x,y) =(0,0),
est la forme linéaire nulle. En effet, £((0,0) + (hy, hy)) — £((0,0)) = f(hy, hy) =

(h? + ho)sin (72) = [Ikllsin ()| IAN = a@lIAl, ou lIAl = 2 + b2, et

a(h) = ||hllsin (||hl||2) — 0 quand h — 0. En déduit que 8, £((0,0)) = 9,£((0,0)) = 0.

Exemple 2.8. La différentielle en (0,0) € R? de la fonction
Xty +—2 i (x,y) % (0,0);
flx,y) = x% +y?
0 si (x,y) =(0,0),
n’existe pas. En effet si f est différentiable en (0,0) elle est dérivable en (0,0), et f((0,0) +
n1,42—f0,0=/111,/12=h1+/2+h1/2h12+/22=01/0,041+02/0,0h2+0h=rh1+/2+alh,

fey) =

dPou ——tlz - lahe a(h)|| k||, en déduit que Paltz — a(h) — 0 quand h — 0 impossible,
Jrren W e
puisque la fonction g(hq, hy) = % n’a pas de limite quand (hq, h,) — (0,0).

2.3-Extremums d’une fonction a plusieurs variables

En prenant a € K un partie non vide de R™, f: K — RetB(a,r) = {x € R, ||x —a|| <
7 a€AX, laboule ouverte dans Rz, de centre « et de rayon >0 au lieu de Zr0,7, la norme au
lieu de la valeur absolue | |. Les définitions et la terminologie relatives aux probléme (P),
aux extremums et a la coercivité de f dans le cas d’une fonction a une seule variables restent
valables dans le cas d’une fonction a plusieurs variables. On a alors:
m Si f est continue sur un compact K, le probléme () admet un solution minimale. Résultat
équivalent au théoréme 1.1.
m Si la fonction f: R™ — R U {400} est propre, coercive et continue. Le probléme global (P)
admet une solution minimale. Résultat équivalent au théoreme 1.2.
m Si, la fonction f: Q — R est dérivable au point a € Q, et a est un extremum local de f,
alors f'(a) = (0+f, ..., 0if, ..., 0nf)q = 0. La réciproque est fausse comme le montre
I’exemple suivant :
Exemple 2.9. la fonction f(x,y) = xy sur R? et dérivable sur R? et
f'y) = (0:f, 02 xyy = (0,0) © (3,2) = (0,0) & (¥ = 0 et x = 0), donc £'(0,0) = 0
alors que f(x, y) change de signe au point B ((0,0), \/§) ((f(—l,l)) < f(0,0) < f(1,1)).
Exemple 2.10. (0,0) est un maximum global de la fonction f(x,y) =1 —x2 —y?%,V(x,y) €
R2. En effet, £'(0,0) = (911, 921)(0,0) = (0,0) donc (0,0) est un point stationnaire de f et
f(x»Y) —f(0,0) = _(xz +y2) <0, V(x,y) € RZ: fmax(o’o) =1
Définition 2.5. Si, la fonction f: Q — R est dérivable sur () et,
f'(x) = (04f, ..., 0;f, ..., 0, f ), €st dérivable au point a € Q, i.e. pour touti € {1, ...,n}la
fonction dérivée partielle 9, f est dérivable au point a. La fonction f est deux fois dérivable
au point a et la dérivée seconde de f au point a s’écrit
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@_f)'\
f@) = | @
@ufY/

ou pour tout i,j € {1, ...,n} (ajf)’(a) = (ajlf» s O5if, ---'ajnf)a avec d;;f (a) =
aixi(:_,g) (@) ==L (a) = fiix,(@). 1l vient que

6x]-6xi

O11f =+ 01if ++ O1nf
f”(a) — aZlf'"aZ:if"'aan

anlf anif annf

est une matrice carré d’ordre n.

Définition 2.6. Si, la dérivée d’ordre (@ — 1) de f, existe en tout point de £, et si cette
dérivée admet une dérivée au point a, on dit que f admet une dérivée d’ordre a au point a.
Dans ce cas la dérivée partielle d’ordre a au point a par rapport a x;, , ..., x;, s’écrit:

il e . -
ﬁ (a) ou d;, ; f(a). Dans la cas ou les indices ne sont pas égaux, on dit qu’on a une
i -

la
dérivée partielle mixte d’ordre a.
Remarque 2.4. Le nombre de dérivées partielles quand elles existent est n* ou a est 1’ordre
de la dérivée partielle.

Exemple 2.11. Les dérivées partielles mixtes d’ordre a = 2 au point (0,0) de la fonction
x2 — 2

y .
f(x,y) = ROl (x,¥) # (0,0);
0 si (x,y) = (0,0),
sont
(x* — y* + 4x%y?)
i (x,y) # (0,0);
0.f (x,y) = y (x2 + y2)2 si (x,y) # (0,0)
0 si (x,y) = (0,0),
et
(y* —x* + 4x%y?)
—x si (x,5) # (0,0);
aZf(x)y) = (xz + yZ)Z ( y) ( )
0 si (x’ y) = (0’0)’
donc
alZf(O‘O) = lirnh—>0 alf(o,h);—lalf(O'O) = —1et az1f(0,0) =1.

Comme 04, (0,0) # 9d,1f(0,0) I’ordre dans la dérivation est important.
Exemple 2.12. Les dérivées partielles a I’ordre 2 de la fonction f(x,y) = Arctg ( ) y # 0.

X
_ 1 1 1 g
sont: 0 f (x,y) = Y iy Oof (0, y) = x5, 0. f(x,y) = _ZxYWv 022f (x,y) =

x2+y?’

2. .2
nym et d,f (x,¥) = 05, f(x,y) = (;eryz)z, ici les dérivées mixtes sont égales.

Définition 2.7. On dit que f est différentiable au point a, jusqu'a I’ordre «, Si ca dérivee
d’ordre @ — 1 existe et elle est différentiable au point a. Dans ce cas, d*f =d(d*"1f) = --- =
d*~1(df) ol d*f dénote la différentielle d’ordre a de f au point a.
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Théoreme 2.1. Si la dérivée d’ordre a de f existe et que cette dérivée est continue en a, alors
f est différentiable au point a a I’ordre «a.

Théoreme 2.2. (Schwarz généralisé). Si f est a-fois différentiable au point a. Alors, les
dérivées partielles mixtes d’ordre a au point a sont égales i.e.

A% f (a) — o%f (a) _ 061 a 0—’m (Cl)

Oxi, ...axik 0xi, Oxi, ...6xik+16xl-k...6xla

6xik+1...
ola; ++a,=a, (0<a <a).
m Pour (x,y) € R? et a = 2, si les dérivées partielles seconde existent et elles sont continues

au point a, alors ™ af (a) = o f (a) (theoreme de Schwarz) et les dérivées partielles

d’ordre deux au point a s’écrivent e a S (@aveca; +a; =2,(0<a;,<a,i=12).

m Si f est deux fois différentielle au point a,

d2f, = d(df) = d(Zy 0if () dx;) = By d(0f (X)dxp) = Bl [d(9:f () )dac; +

oif xddxi, comme ddxi=;/= Zfza”/dxzdx/—o car djdxi=0et a’o"zfx— =1ndij/xdxy pour tout
i € {1,..,n},alors: d*f, (x) = YL, X7, 0;f (a)dx; dx;, avec d;;f (a) = 0;;f (a). La
dérivée seconde f"(a) est une matrlce symétrique d’ordre n appelée la Hissienne de f au
point a notée Hf (a) et f"'(a) € L(]R", L(R™, ]RD) qui est isomorphe a I’ensemble des formes
bilinéaire définies sur R™, noté L,(R™, R), (f""(a)h, k) = (h, f"(a)k) = (f" (a)k, h) =
f"(a)(h, k) en tend qu’élément de L, (R™, R), pour tout h, k € R™. L’écriture matricielle de
d?f,, en fonction de la dérivée seconde f"'(a) ou Hf (a) est: d?f,(h) = {f"(a)h, h) =

(Hf (a)h, h), pout tout h € R™. Puisque H f (h) est symétrique, il existe une base de vecteurs
propres orthonormale {u,, ..., u,} dont les valeurs propres associées, {1, ..., A, } sont des
éléments de R tel que d2f(h) = (f"(x)h, h) = (Ah,h) = ¥ A; hihi{u;, u) = X1 4; h;?,
pour tout 1 € R™. Si Dyf(,) est la matrice diagonale de Hf (a), son déterminant (déterminant de
Hesse) est: dét (Dyfy) = M, ... A = dét(Hf (a)) (produit des éléments diagonaux de Dy ¢ ().
La trace de la matrice Hf (a) est Tra(Hf(a)) = a1 + azp + 4 @ = A4, + A, + -+ 1. Les
deux nombres dét(Dyf(q)) et Tra(Hf (a)) sont invariant par le changement de base.

m Si, on désigne par convention la différentielle de f par df = (dx;0; + -+ dx;0; + -+ +
dxnonlf, alors

d*f = (dx,0; + -+ + dx;0; + - + dx,0,)%f .
Par récurrence, quand d*f existe en tout point de Q, elle s’écrit.

d*f = (dx,0; + -+ + dx-ai + -+ dx,0,)%f

o%f
= ———dx; dx; ..dx;
2 _1212 1 la_laxllaxlz 0%, [ R la
(ai++ap)! o%f
ax‘fl...ax,im

= Za1+-~-+an=a oy (dx1)* ... (dxp)*,

ou on a utilisé le polynéme de Newton généralisé
(a; + -+ an)“ = Za1+-“+an=ama1

avec, pourtout € {1,...,n},;; EN, (0 < q; < a)eta; + -+ a,, = a.

al a a
1 n
e Ap T,

Exemple 2.13. Calculer df (x,y) et d*f (x, y) de la fonction f(x,y) = xlny + ylinx,
x,y € R}, et déduire df(; 1) et d?f(1 1).

01f(x,y) = Iy + 2,0, (6,3) = Inx +7, 011 f (,9) = = 5, 012 (6, 9) = S 47 =

0,1f (x,y) et 0 f (x,y) = —%-
Alors,
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df = (dxd; +dyd,)f = (Iny +%) dx + (tnx + ) dy.
Au point (1,1),
df(l,l) = dx + dy-

d2f (x,y) = (dxd; + dyd,)f = =% (d0)™+2(; + 1) dxdy — 5 (dy)*.
Au point (1,1),
d?fan(x,y) = —(dx)* + 4dxdy — (dy)>.

2.4-Développements de Taylor

Soit f € C*((Q), telle que la fonction £(® est dérivable sur Q et soit a € Q. On suppose
que pour tout t € [0,1] et pour tout h € R, a + th € Q. Comme pour une fonction a une seule
variable et avec les mémes remarques on a:
Théoréme 2.3. (développement de Taylor — Lagrange). Sous les conditions ci-dessus. Pour
tout x € Q (x # a) et pour tout p € N*, il existe 8 € ]0,1[ tel que: En posant x — a = h, (TG)
s’écrit:
flath) = f(@ +5dfu() + 5 d2fu(R) + -+ 2 dfo () + 5 d™* fason(R) OO
x—a=dx=h.(TL)
Théoréme 2.4 (développement de Taylor — Péano). Si f € C*~1(Q) et si £~V est
dérivable en a € Q, on a la formule de Taylor-Péano suivante:

fla+h) = f(@ +dfa(m) +5d fa(l) + -+ =5 d" (W) + o(l|All®) (TP).

o(||h]|*) s’écrit aussi ||h||*a(h) avec a(h) — 0 quand h — 0 et (TP) s’appelle Taylor
Young (TP).

Théoréme 2.5 (développement de Taylor avec reste intégrale). Si f € C**1((Q), on obtient
la formule de Taylor avec reste intégrale suivante:

fla+h) =
(@) + 5 dfa(h) + 2 d?fu(h) + -+ —dfo () + = [[(1 = )%™ fy (R dt (TD).

Exemple 2.14. Ecrire (TL) a I’ordre 2 en (0,0) de la fonction a deux variable f(x,y) =
e*siny. On doit calculer pour h, k € R, df,(h, k), d*f,(h, k) et d3f,,on(h, k). On a alors:

1 1 1
f(hk)=f(hk)+ 1 dfo,0)(h k) + 30 d?fio,0)(h, k) + §d3fa+9h (h, k)

1 11 2
=71 (h01fi0,0) + kD2 f(00)) + T (h0:1f(0,0) + k02f(0,0))

1 3
T (ho1fioner) + k02 fonen))

1

= (ha1f(o,0) + kazf(o,o)) + 51 (hzallf(0,0) + 2hk0d12f0,0) + kzazzf(o,o))

1
+ g(hganlf(eh,ek) + 3h*k0112fonex) + 3k*h0122f on01)
+ k30525 feon 1))
1
=k+hk + Eeeh(hg'sinek + 3h%kcosOk — 3k*hsinfk — k3cosOk)

2.5-Conditions suffisantes d’existence d’extremums locaux

Une fonction q: R® — R est une forme quadratique, si elle est de la forme,
q(h) = ZTll Z? aij hihjl pour tout h = (hl, v, by, hn) e R"
oua;; € R, pourtout i,j € {1, ...,n}. Evidement g est une forme linéaire sur R™.
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Définition 2.8. Une forme quadratique q est dite:
a) définie positive si q(h) > 0, Vh € R" et h # 0.
b) semi-définie positive si q(h) = 0, Vh € R".
c¢) définie négative si q(h) < 0,Vh € R" et h # 0.
d) semi-définie négative si g(h) < 0, Vh € R"
c) alternée si elle est définie positive pour certaines valeurs de h et elle est définie négative
pour certaines valeurs de h.
Proposition 2.3. Si q est alternée, il existe h’, k" € R™ dont |[|A|| = [|h"|| = 1, tel que
q(h’) > 0etq(h") <0
Preuve. Pmsque q est alternee il existe t’, t"” € R™ non nuls, teI queq(t’) >0etq(t") <O.

Alors I = b = s e R Il = IRl = 1, q() = = a() > 0 et q(h") =

“t];,” q(t”)'
m La matrice de la forme quadratique q est une matrice carrée de la forme

all alz e all e aln

a21 a22 e azl es aZn
A= : = (aij)lsiSn,

1<j<n

Ilt [

Ap1 Apo . Apj - App
La matrice A est symétrique si pour tout i,j € {1,...,n} a;; = a;;,i.e. A= A" ou A" estla
transposeé de A.
m Dans le cas ol A = AT, A est diagonalisable. Les mineurs principaux de A sont définis par:
all a12 ...aln

a1 Qq2 Qi3
_ _ %11 Q12 —la: a a _ Q21 Q22 - Q2p
A =aq1,4; = ay1 Qyo JAz =021 Q2 Appf,... A, = ,
a11 Qqp Qg3

. . anllanz." Ann .
m Si a est un point stationnaires, d’une fonction f deux fois différentielle en a, pour déterminer la

nature de a, on peut utiliser les valeurs propres de la matrice Hf (a), comme sulit:

a) On calcule les valeurs propres A de Hf (a) en résolvant 1’équation de son polynome
caractéristique suivante: dét(Hf (a) — AI) = 0 (déterminant de la matrice Hf (a) — Al est nul
ou [ est la matrice identite). Alors

i) si lamatrice Hf (a) admet n valeurs propres positives et différentes, a est un
minimum.

ii) si la matrice Hf (a) admet n valeurs propres négatives et différentes, a est un
maximum.

iii) si la matrice Hf (a) admet n valeurs propres différentes qui ne sont pas de méme
signe, a est un point selle.

b) En dimension deux,. Pour déterminer le signe des valeurs propre de la matrice Hf (a),
il suffit de calculer le déterminant et la trace de Hf (a).

Dans le cas ol dét(Hf (a)) > O:

i) silatr(Hf(a)) > 0, les deux valeurs propres sont différentes et positives, a est un
minimum.

ii) sila tr(Hf(a)) < 0, les deux valeurs propres sont différentes et négatives, a est un
maximum.
Dans le cas ou dét(Hf(a)) < 0, les deux valeurs propres sont différentes et ne sont pas de
méme signe, a est un point selle.
Dans le cas ou dét(Hf (a)) = 0, on peut rien dire, il faut aller aux différentielles d’ordre
supérieure a deux pour déterminer la nature de a.
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Exemple 2.15. Etude des extremums des deux fonctions suivantes: la fonction f(x,y) = x3 + y3 —
3mxy ol x,y € R" etm € R* et la fonction g(x,y) = 2x? + (x + 1)y? ol x,y € R"
Pour chercher les extremums de f.
i) On cherche les points critiques de f, en résolvant I’équation f'(x) = 0, donc on résous le
systeme
{alf(x) y) = 0;
aZf(x) y) = 0.
Ce systéme est équivalent a
{xz —my = 0;
y> —mx = 0.
Les ponts critiques sont: a = (0,0) et b,, = (m, m).

ii) On calcule tra(Hf (a)) et tra(Hf (b,,)). Puisque ;1 f (x,¥) = 6x, 85,1 (x,y) = 6y
alors 8, f(a) = 0,51 (a) = 0, comme 8;,f (a) = —m = 95, f (a), alors dét(Hf (a)) =
—m? < 0, les deux valeurs propres sont non nulles et de signe différents, donc a = (0,0) est
un point selle. Puisque 011 f (by,) = 022f (by,) = 2m, comme 01, f (b)) = —m = 0,1 f (by,),
alors dét(Hf (v)) = 3m? > 0. Si, m >0 la tra(Hf (b,,)) = 4m > 0, les deux valeurs
propres sont différentes et positives, b,, = (m, m) est un minimum local. Sim < 0, la
tra(Hf(bm)) =4 m < 0 les deux valeurs propres distinctes sont négatives et b,,, est un
maximum local.

Pour chercher les extremums de g. Comme précédemment, on résous le systeme

{alf(x,y) = 0;

azf(x,J’) = 0.
Donc

4x + y* = 0;

{Zy(x +1)=0.

Les points critiques sonta = (0,0), b = (—1,2) et c = (—1,—2).
Comme 0,1 f(x,y) = 4, 055 (x,y) = 2(x + 1) alors d;1f(a) =4 et d,,f(a) = 2, et
puisque 0121 (x,y) = 051 (x,¥) = 2y, alors d1,f(a) = 9,11 (a) = 0, donc dét(Hf (a)) =
8 > 0, comme tra(Hf(a)) = 6 > 0, les deux valeurs propres sont non nulles, distinctes et
elles sont positives donc a = (0,0) est un minimum local. Pour le point b = (—1,2),
011 (b) = 4, 85,f (b) = 0, et 8,,f(b) = 51 (b) = 4, donc dét(Hf (b)) = =16 < 0, les
deux valeurs propres sont non nulles, distinctes et elles sont de signe différents, b est un point
selle. Pour le point ¢ = (=1,—2), 0,1 f(c) = 4, 052f(c) = 0,et 0,,f(c) = 0,1f(c) = —4,
donc dét(Hf(c)) = —16 < 0, c est un point selle.
Théoréme 2.6. (Sylvester).

a) q est définie positive ssi A; > 0. pour touti € {1, ...,n}

b) q est définie négative ssi (—1)!4; >0 < (4, <0, 4, >0, A3<0, A, >0,...),
pour tout i € {1, ...,n}.
Théoréme 2.7. Si, au voisinage de a, une fonction f est de classe C*, @ € N* et si, f'(a) =
= flaD(g) = 0 et f@(a) # 0. Alors, a est un extremum local strict ssi « est pair.

a) sid*f, > 0, a est un minimum local strict.

b) si d*f, < 0. a est un maximum local strict.

c) si d*f, est alternée au voisinage de a. a n’est pas un extremum.
Preuve. Il suffit de faire la démonstration pour a = 2. Pour démontrer b) on utilise la méme
argumentation pour la démonstration de a), il suffit donc de démontrer a) Comme df, = 0
car 9;f(a) = 0, Vi € {1, ...,n}, la formule de (TY) a I’ordre deux de f au point a s’écrit:

f(x)—fla) = % 121 0iif (@dx; ¥y X7, 0;;f (@)dx; dx; + p*a(p), ou dx; = x; —
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a;, Vi € {1, ...,n}. Posons pouri € {1, ...,n}, h; = %, oup =|lx —all,alors |h;| =
1 . 2
;Idxil <1,Vi€({l,..,n}et|h]|?=1,donc f(x) — f(a) = %Z?ﬂZ};l 0;;f (@k; h; +

pla(p) = p? [% d*f,(h) + a(p)]. Comme d?f, > 0 et elle est continue sur la boule unité

fermé B(0,1) qui est compact, d’aprés Weierstrass, d?f, (h) atteint son minimum m > 0 sur
B(0,1) et comme a(p) — 0 quand p — 0, il existe § > 0 tel que pour tout p vérifiant

0<|lpll < 6,0nala(p)| < ? En conclusion d?f, (h) + a(p) > %m — %m = (0 et donc

f(x) — f(a) > 0 pour tout x € B(a, §), a est donc un minimum local de f. ¢) Puisque d?f,
est alternée, d’apreés la proposition 2.3, il existe h’', h" € R™ dont ||h'|| = ||h"|| = 1, tel que

d*f,(h") > 0 etd?f,(h'") < 0. Posons pour tout e > 0 et pour tout i € {1, ...,n}, dx; = ¢h]
etdx]' = eh!, ||Ix' —al|l = ||x" —a|| = cie. x’, x" € B(a, &). Appliquant (TY) a I’ordre

deux de f au points (x',a) et (x”,a),ona: f(x') — f(a) = &2 Edzfa(h’) + a(e)] et
(") = f(a) = & E d2f, (k") + a(e)], comme d2£,(h") > 0 et d2f, (") < 0 et a(e) —
Oquandp — 0,0onaf(x)—f(a)=0et f(x"")— f(a) < 0. Conclusion Ve > 0, il existe
x' et x" dans B(a, €) c B(a,2¢) tel que f(x") = f(a) = f(x"") donc a n’est pas un
extremum de f.

Exemple 2. 16. Soit la fonction (x,y) = x3 + y3, (x,y) € R2.

Les dérivées partielles premiéres de f(x, y) sont: 9, f (x,y) = 3x% et 9,f (x,y) = 3y?, donc
(0,0) est un point critique de f.

Les dérivées partielles secondes de f(x,y) sont: 0,4 f(x,y) = 6x, 05,f(x,y) = 6y et

012f (x,y) = 0,1 f(x,y) =0

La différentielle seconde est: d?f (h, k) = h?0,,f(x,y) + 2hkd1,f (x,y) + k?0,,f (x,y) =
6xh? + 6yk?, donc d*f, ¢)(h, k) = 0 et (0,0) n’est pas un extremum de f car pour tout

g > 0 les deux points (0, Ve) et (0, —Ve) dans B(0, &) de R?, vérifient £(0,Ve) = & > 0 et
f(0,—Ve) = —e <.

Exemple 2. 17. Soit la fonction (x,y) = x* + y*, (x,y) € R2.

Les dérivées partielles premiéres de f(x, y) sont: 9, f (x,y) = 4x3 et 9,f (x,y) = 4y3, donc
(0,0) est un point critique de f.

Les dérivées partielles secondes de f(x,y) sont: 8,1 f (x,y) = 12x2, 9,,f (x,y) = 12y? et
012f (x,y) = 0,1 f(x,y) =0

La différentielle seconde est: d?f (h, k) = h?0,,f(x,y) + 2hkd,,f (x,y) + k?0,,f (x,y) =
12x%h? 4+ 12y2k?, donc d?f(g,0y(h, k) = 0 et (0,0) est un minimum global de f car

f(x,y) =0 = £(0,0), pour tout (x,y) € R2.

Remarque 2.6. Les conditions d?f, > 0 (respectivement d?f, < 0) sont nécessaires. En
effet, si par exemple a est un minimum et d?f, < 0, la fonction F(t) = f(a + th) oU t est
voisin de 0 dans R, admet 0 comme minimum local de F. Alors que F"'(0) = d?f, < 0,
contradiction.

m En appliquant Sylvester, pour une fonction a deux variables on ait devant quatre cas:
Cas1.Si,4; = a;; > 0et A, = a;;a,, — a;,? > 0, f admet un minimum local strict et f
est convexe au voisinage de a.

Cas2.Si,4;, = a;; <0etA, =a;;a,, — a;,? > 0, f admet un maximum local strict et
(—f) est convexe au voisinage de a.i.e. f est concave au voisinage de a.

Cas 3.Si, 4, = ay,a,, — a2 < 0, f n’a pas d’extremums locaux.

Cas 4. Si, A, = 0, f peut avoir ou ne peut pas avoir des extremums locaux.
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Preuve. Les cas 1-2 sont assurés par Selvester. Congernant la cas 3, supposons que, 4, =
a0, — a2 < 0 etaqy; # 0. Démontrons que, d?f, est alternée. Soient a = (a, B),

dx =x —a =ph,dy =y —f = pk,oup = ||(dx,dy)|l, a1 = 911f (), a1, = 01, (a) et
aArr = asz(a), a|0rS dzfa(dx, dy) = dx2a11 + ZdXdyalz + dyzazz, dOﬂC dzfa(h, k) =

2
p?(h?ay; + 2hka,, + k*a,,) = ap— [(hay; + kai3)? + (ag1a,, — a?,)k?], donc pour
11

(h; k) = (1,0) ona dzfa(l,O) = P2a11 et pour (hl, k/) — a, -aqq ’

)
2 .2 2 .2
\/a11+a12 \/a11+a12

d2f, | =22—=, —22_ | = p2 —2L_(a;,a,, — a,), quelque soit le signe de a4, d2f,
\/a%l+a%2 \/a%1+a%2 1"1%1"'“%2

est alternative. Si maintenant a;; = 0, —a;,% < 0, donc a;, # 0 et d?f,(h, k) =

p2(2hka,, + k2a,,), donc d2£,(0,1) = p2a,, et d?f, [ —2—, —22_ | =
\/a§2+a§2 \/a§2+a§2

2 2 2
p2 (—2 Zg;‘:é + 2;22;2) = —p? ﬁazz, quelque soit le signe de a,,, d2f, est
alternative.
Exemple 2.18. Trouver les extremums de la fonction f(x,y) = 3xy —x3 —y3, x,y € R.
Les dérivées partielles premiéres de f sont: 8, f(x,y) = 3(y — x?) et 0,1 (x,y) = 3(x —
y2,donc 0,0et 1,1sont deux points critiques de /.
Les dérivées partielles secondes de f(x,y) sont: d,,f(x,y) = —6x, 05,f(x,y) = —6y et
012f (x,y) = 021/ (x,¥) =3
La différentielle seconde est: d*f (h, k) = —6xh* + 6hk — 6yk?, donc d*f(o)(h, k) = 6hk
elle est donc alternée et (0,0), n’est pas un extremum de f et d®f(; 1)(h, k) = —6h* + 6hk —
6k? = —6(h? — hk + k%) = —6[(h — k)? + hk] = —6(h — k)? — 6hk < —6(h — k)? +
3(h? + k?) = —3(h? + k?) + 6hk = —3(h — k)? < 0. En utilisant Selvester, A; = a;; =
—6<0etA, =a;;1a,, — a2 =27 > 0alors (1,1) est un maximum local de f. En
calculant tr(Hf(l,l)) = —12 < 0, les deux valeurs propres sont différentes et négatives,
donc (1,1) est un maximum.
Exemple 2.19. Trouver les extremums de la fonction f(x,y) = X% m;[(x — a;)? +
y—=pi2, x,yeR, a=al,..,ai...an, f=F1,...04%...frnet ml,..,mi..,mnsont fixe dans R+ +.
Onadif(x,y) =2X7mi(x —a)) et d,f (x,y) = 2 X7 m;(y — a;) donc

Yimia; X1mip; . s
a= (ﬁﬁ) est un point critique de f. Comme a,; = 0,1 f(a) = 0,5f(a) = a,, =

2¥"m; et 0,,f(a) = 0,.f(a) =a;, =0alors A; > 0etA, = ay1a,, — a2 =
4(¥"m;)? > 0, donc a est un minimum local de f.
m Une partie non vide K dans R™ est convexe si pout tout x, y € R™ et pour tout t € [0,1],
tx + (1 — t)y € K. Une fonction f définie sur un convexe K est convexe sur K, si pout tout
x,y € R"etpourtoutt € [0,1], f[x + t(y —x)] < f(x) + t[f(y) — f(x)], lafonction f est
strictement convexe si I’inégalité précédente est stricte. Il est facile a voir que:
a) {0}, les singletons, les boules fermées, les boules ouvertes et les sous espaces vectoriels
dans R™ sont des convexes.
b) L’intersection quelconque de convexes est un convexe.
¢) Si {K,} est une suite décroissante de convexes alors, U, ¢y K;, €St un convexe.
d) Si K et K' sont deux convexes, alors K + K’ et AK pour tout 1 € R sont des convexes.
e) Si K est convexe alors sa fermeture K est un convexe et K + K = 2K.
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f) Si f est une application linéaire de R™ dans R™ elle est convexe et si K est un convexe
dans R", alors f(K) est un convexe dans R™.

g) Une fonction convexe sur un convexe K est continue sur K.
Remarque 2.5.

a) a peut étre un extremum ou pas, si d?f, = 0. Dans ce cas il faux aller aux
différentielles d’ordre supérieur a 2 au point a quand elles existent.

b) Dans le cas d’une fonction & deux variables si pour tout (x,y) € R?, (8,104, —
0122 fx,y>0o0n a un minimum global et /est convexe sur RZ et si pour tout .4, yERZ,
(811022 — 812°) £ (x,¥) < 0 on a un maximum global et f est concave sur R

3
Exemple 2.20. Cherchons les extremums de la fonction f(x,y) = x? Gy + 1) + y? — 4y,

x,y €R.
Les points critiques de f sont (0,2) et (0, —2) solutions du systeme:
0.f(x,y) = 2x (1 +%) = 0;
x2
0,f (x,y) = 7+ y2 —4=0.
Les dérivées seconde de f sont: d;1f(x,y) =2+ 7y, 055 (x,y) =2y et d,5f(x,y) =
021 (x,y) = x.
Aupointa = (0,2),0na: Ay = ayq = 011f(a) = 4, azy = 052/ (@) =4, ar, = 012f(a) =
0,donc 4, = a;1a,, — a;,%2 = 16 > 0, a est un minimum local. En utilisant les valeurs
propres, tr(Hf (a) = 8 > 0 les deux valeurs propres sont distinctes et positives, donc a est un
minimum local.
Au pointb = (0,—2),0na:A; = ay; = 011/ (b) =0, ay, = 055f(b) = —4, a4, =
d1,f(b) = 0,donc A, = a;;a,, — a;,% = 0. Dans ce cas d?f;, (h, k) = 0, et b est un point
selle de f.
Lemme 2.1. Si, K est un convexe dans R" et f:K — R est une fonction deux fois
différentiable sur K . Alors:
a) f est convexe ssi d?f > 0 sur K
b) Si d?f > 0, alors f est strictement convexe. La réciproque est fausse.
Preuve. Il suffit de démontrer que si d?f > 0, la fonction F: [0,1] — R définie par F(t) =
flx+tly—x)]—f(x) —tlf(y) — f(x)] <0, pour tout t € [0,1] et tout x, y € R™. Il est
clairque F(0) = F(1) = 0etque F''(t) = dzf(x +t(y — x)) > 0 pour tout t € [0,1] et
tout x, y € R™. Si, on suppose qu’il existe s € [0,1] tel que F(s) > 0 on arrive a une
contradiction. En effet, puisque F est continue sur le compact [0,1], d’aprés Weierstrass il
existe t, dans ]0,1[ tel que F(t,) = F(t) pour tout t € [0,1], donc F'(t,) = 0. Comme F'(t)
est croissante sur [0,1], F’ est aussi croissante sur [ty, 1] alors 0 = F'(t,) < F'(t), pour tout
t € [to, 1] donc F est croissante sur [ty, 1], d’ou 0 < F(s) < F(ty) < F(1) =0,
contradiction. La démonstration du cas ot d?f > 0 se fait de la méme facon.
Exemple 2.21.Etudier la nature des extremums de la fonction f(x,y) = x? + y2, x,y € R.
Résolution du systeme
{alf(x,y) =2x =0;
azf(x,Y) = Zy = 0.
Le point a = (0,0) est le seul point critique de la fonction f. Les dérivées seconde de f sont:
011f (x,y) = 2, 052 (x,¥) = 2 €t 01, (x,¥) = 01 f (x,y) = 0. Alors, 4y = a4 =
011f (@) = 2, azp = 025 (@) = 2, ay, = 01,f(a) = 0,donc A, = ay1a;, —a;,° =4>0,a

est un minimum local de f. Comme d2f (h, k) = (h, k) (g“;g 8 ng;g ig) (h)
12 ) 22 )
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(h, k) (S g) (Z) = 2(h k) (Z) — 2(h2 + k2) > 0 pour tout (h, k) € RZ et (h, k) # (0,0)

la fonction est strictement convexe et a est minimum globale.
3-Fonctions fortement convexes et fonctions elliptiques

3.1-Fonctions fortement convexes
Nous allons maintenant introduire une classe de fonctions trés importante en optimisation.
Définition 3.1. Une fonction f:K — R est dite fortement convexe sur K, de parameétre

m € R ssi, fltx + (1= £)y] < tf (x) + (1= £) f(y) == t(1 = ) llx — yl|*, pour tout

X,y € K et pour tout t € [0,1].

Proposition 3.1. Une fonction f est fortement convexe sur K, de paramétre m € R} ssi la
fonction g(x) = f(x) — % |Ix||? est convexe sur K.

Preuve. Pour tout x,y € K et pour tout t € [0,1], g([tx + (1 —t)y]) = f([tx +
1—ty—mltx+1—ty2<tfx+1—t fy—m2t1—tx—y2—mltx+1—ty2<tfx+1—t

fQ) - % [t(1 = Olxl? = 2¢x, y) + lIylI?) + 2 [|x]1? + 2¢(1 — O)¢x, y) + (1 = O?[lylI*] =
tf (x) + (1= 1) f() = [6(1 = DIxlI? = 2¢(1 = £)(x, y) + £(1 = Oy 2 +e2]|x]1> +
2t1—txy+1-12y2=tfx+1—t fy—m2t]1—tx2+t1—ty2+t2x2+1—-2y2=tfx+1—¢

fO) = g([tx + (1 = OYDILlxI? + (1 = OllylI] = ¢ [£00) = Zllxll?] + 1 = ) [F) -
m2y2=tgx+1—tgy, donc g est convexe. Réciproquement si, pour tout .x, y€A et pour tout
te[01], g([tx + (1 —t)y]) < tg(x) + (1 —t)g(y), alors pour tout x, y € K et pour tout
t € [01], f([tx + (1= YD = Zllex + (1= Oyl < ¢ [f0) = ZIxl?| + A=) [f () -
mZ2y2. Donc, pour tout ., yeA et pour tout 2€0,1, fix+1—ty<t/x+1—¢

FO) = liex + (= OylI> =S [ellxll* + A = OlylPl = tf () + 1~ 0) fF() —
Z[e2lxll? + 26(1 = )¢, y) + (1= O llylI? + ellxll? + (1 = Ollyl2] = ¢f () +

(1= f() = [tCt + DIlxl” + 26(1 = )¢x,y) + [2 = (A = OlIyI7] < ¢f () +

(1=1) f() =S t(e = DIIIxIZ + 20, y) + IyIP] < tf () + A = 1) f(y) = e (e —
Ix2-2xy+y2=tfx+1—t fy—m2tt—1x—y2.

Proposition 3.2. Si, f est une fonction fortement convexe sur K de parametre m € R} et g
est une fonction convexe sur K. Alors, la fonction h = f + g est fortement convexe de
paramétre m € R}.

Preuve. Pour tout x,y € K et pour tout t € [0,1], h([tx + (1 — t)y]) = f([tx +
1—-ty+gtx+1—ty<tf/x+1—t fy+tgx+1—t

9 =S t(1=Ollx = ylI* = t[f () + gl + A = O ) + g1 - Tt —
—y2=thx+1—thy—m2tl1—tx—y2.

3.2-Fonctions elliptiques

Définition 3.2. Une fonction f de casse C1(R™) est dite elliptique de paramétre y € R’ si
(f'y) = f'(x),y —x) = ylly — x||?, pour tout x,y € R™ (y est appelée la constante
d’ellipticité de f).
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Proposition 3.3. Une fonction f de casse C*(IR™) est fortement convexe de paramétre
m € R}, ssi

a) elle est elliptique de parametre m € R%.

b) f(x) = f() +{f'(¥),x —y) + = llx = ylI?, pour tout, y € R™, (%),
Preuve. a) La fonction g(x) = f(x) — % ||x]|? est convexe sur R™, ssi (g'(x) — g'(y),x —
y=0, pour tout v, yERz ssi fx—/fv+my—x.x—y=0, pour tout .x, yERz SSi
(f'(x) = f'y),x —y) = m{x —y,x —y) = ml||lx — y||?, pour tout x, y € R™. On utilise
I’inégalité de convexité g(x) = (g'(y),x — y) + g(y) pour tout x, y € R™, pour démontrer
que (g'(x) — g'(y),x = y) 20, pour tout x, y € R™. b), g(x) = {g'(y),x —y) + g(y) pour
toutx,y € R™ ssi f(x) = ZlIxl1* = (f' ) —my,x =) + fO) =S lIylI> = (f' G x —
y—my,x—y+/y—m2y2, pour tout 1, yERn SSi
FO) ZAf' D x = y) + F) = mly, x) + Z x> + S yl2 = (F ) x =) + fF () +
= (=207, x) + [IxlI* + llylI1*) = (f' 0, x = ¥) + £() + 7 llx = yII*, pour tout x, y € R™

Théoréme 3.1. Si f est une fonction elliptique sur R™ de parametre m € R%.. Alors:

@) mllx = yll < IIf'(x) — £'G)II, pour tout, x, y € R

b) f(y) — f(x) = (f'(x),y — x), pour tout, x,y € R" (inégalité de convexité).

¢) f est strictement convexe et coercive.

d) f admet un minimum unique sur R™.
Preuve. a) de () dans la proposition 3.3 b) et de I’inégalité de Cauchy Schwarz, on a
0=(f"(y) — f'(x),x —y)+m|lx — yl||?, pour tout x,y € R™, donc m||x — y||* <
(f'C) = f')x—yy < lIf'(x) — F'O)Illlx — yll pour tout x, y € R, d’oum|lx — y|| <
Ilf"(x) = f" ()l pour tout x,y € R™ b) Il est clair que f(y) — f(x) = (f'(x),y — x) pour
toutx,y € R*etdonc f(y) = f(y +t(x —y)) —t{f'(y + t(x — ¥)), ¥y — x) et f(x) =
fly+ex—y))— A —-0{f'(y+tlx—1y)),y—x) pour tout t € [0,1] et pour tout
x,y € R™, en multipliant la premiére inégalité par (1 — t) et la deuxiéme par t et en sommant
les deux inégalité on a Iinégalité de convexité (1 — £)f(y) + tf (x) = f(y + t(x — y)) pour
tout t € [0,1] et pour tout x, y € R™ et on a une inégalité de convexité stricte de f si x # y se
qui donne ). Puisque £(y) — £(x) = (f'(x),y — x) + = llx — ylI?, pour tout x,y € R™, par

I’inégalité de Cauchy Schwarz et (x) ona f(y) = f(0) — ||f"(O)||lly]l + % llyll? = £(0) +

54| [% Iyl — ||f’(0)||] pour tout y € R™ et donc f est coercive. d) Puisque f est strictement

convexe, continue et elle est coercive sur R, le probléeme
(P) infyegn f (%)
admet une solution unique, se qui achéve la démonstration du théoréme.
Proposition 3.4. Une fonction f de casse C?(R™) est elliptique de paramétre m € R% ssi
(f"(x)h, h) = d?f(h) = m||h||? pour tout x, h € R™.
Preuve. Puisque f est elliptique de parametre m € R%. D’apres () dans la proposition 3.3 b)

FO) = f) 2 (f'(x),y = x) + = llx — yII?, pour tout x, y € R™, donc f (x + th) — f(x) =

(f'(x), th) + = t2||RlI? et £ (x) — f(x + th) = (f'(x + th), —th) + = t2||h]|? pour tout

x,h € R"ett > 0,donc 0 = (f'(x),th) — (f'(x + th), th) + mt?||h||* pour tout x, h € R™

et t> O d’Ofl (f'(x+th),h)—(f’(x),h) > m”hllz
b t =

x,h € R™ £ () = lim,_o ZE =L gone

d?2f(h) = (f"(x)h, h) = lim,_,, Y (xHh)t_f 8 - m||h||? pour tout x, h € R™.

pour tout x, h € R™ et ¢ > 0, comme pour tout
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Réciproquement, appliquant (TL) et au point x € R™ et a I’ordre 1, pour la fonction g(t) =
(f'(t),y — x) pour tout ¢, x, y € R™. Alors, g(t) = g(x) + {(g'(x + 6(¢t — x)), t — x), donc
(f'@),y—x)=(f"(x),y —x) + (f”(x +0(t — x))(t —Xx),t—x)pourt =yona
'Oy —x)={f' ),y —x)=(f"(x+ 0@ —x)(y —x),y —x) = m|ly — x||?, pour
tout x, y € R™ et donc (f'(y) — f'(x),y — x) = m||ly — x||?, pour tout x, y € R™ et f est
elliptique.

De Pellipticité, I’inégalité de Cauchy-Schawarz et la proposition 3.5, on a:

Corollaire 3.1. Une fonction f € C?(K) est fortement convexe sur K, ssi il existe kq, k, €
R’ tel que k,||h]|? < d?f(h) < k,]||h||? pour tout h € K.

Exemple 3.1. Soit la fonction f défine de R™ dans R par: f(x) = %(Ax,x) — (b, x) ou A est

une matrice carrée d’ordre n, symétrique (A7 = A, ATestla matrice transposée de A) et
b € R™ est une constante. f est dite une fonction quadratique elliptique. Alors: pour tout
x,h e R"

Df'(x) =Ax—Dbetf"(x) = A, df (h) = (f'(x),h) = (Ax — b,h) = (Ax, h) — (b, h) et
d?f(h) = (f"(x)h, h) = (Ah, h). En effet, f(x + h) = %(A(x + h),x+h)—<(b,x +h) =
~[(Ax + A, x + h)] — (b, x) — (b, h) = Z[{Ax, x) + (Ax, h) + (AR, x) + (Ah, h)] — (b, x) —
(b, h), comme A® = A donc (Ah, x) = (h, A'x) = (h, Ax) = (Ax, h). Alors f(x + h) =
f(x) + [{Ax, h) — (b, h)] + %(Ah, h), d’ou f(x + h) — f(x) = [(Ax, h) — (b, h)] +

1 1 1 1
(55 4R, 1)) 1hll avec 0 < Ja(h)] = 5 | AR, | < 2= |ARIIA = 2 14kl quand h —0,

a(h) —0, donc df (h) = (Ax, k) — (b, h) = (Ax — b, h) = (f'(x), k) ou bien (f'(x) —
Ax—b,/=0,d 00 fr=Ar—betdonc f/r=Aet d2fh=F"xhh=Ahh.

ii) f estelliptique de paramétre m € R. En effet, puisque A est symétrique, il existe une
base de vecteurs propres orthonormale {u;, ..., u, } dont les valeurs propres associées,
{A1, ..., A} sont des éléments de R tel que
d*f(h) = (f"(x)h, h) = (Ah, h) = 3} A; hihi{wy, u) = X3 A; h® = ml|R]|?, pour tout
h € R" oUm = ming<;<, 4;.

iii) La dérivée f' de la fonction f est M —Lipschitzienne, plus précisément, il existe
M = maxy<j<p 4; > 0, ({14, ..., 4,,} sont comme dans ii)) tel que [|f'(x) — f' W <
M||x — y|| pour tout x, y € R™. En effet, pour tout,x,y € R™ f'(x) — f'(y) = Ax — Ay =
Alx —y) = X1 4 (¢ =y, donc [l (x) — F/ )Nl = NIXT 4 O — ydwll <
maxy<i<n A4 (UT1x; — yiDllwill = Mllx — yll ou Jlull = 1, vie{1,..,n}etM =
max<j<p A;.
Exemple 3.2. Puisque, la fonction g(x) = ||x||? = {x, x) sur le convexe K est elliptique si, f
est une fonction convexe sur K. Pour tout 2 € R?, la fonction h(x) = f + A||x||? est
fortement convexe sur K.

3.3-Résultats d’existence d’un minimum

Définition 3.3. Un point x, de K est un minimum local de f s’il existe un § > 0 tel que
f(xo) < f(x) pour tout x € B(x,,8) N K = Bg(x,, 8) (laboule ouverte de centre x, et de
rayon § dans le sous espace K).

Lemme 3.1. Pour une fonction f, convexe et différentiable sur un convexe K. Un point x, de
K est un minimum local de f ssi (Vf(x,), h) = 0 pour tout h vérifiant x, + h € K.

Preuve. Puisque f est différentiable au point x,, d’aprés la proposition 2.1 b), pour tout

, . . . .- h
h =x —xy # 0 avec x € K, la dérivée de f dans la direction du vecteur unitaire u = TR
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hi_l

s*éarit 0, f (xo) = df, (W) = T2 0f (o) = T2 0:f (xo) i = T (R 0uf (o)) =
misd iy (h) = o (Vf (o), B, donc 8, f (o) Ikl = (VF (xg), ) = df, (). Comme xo est un

minimum local de f, il existe r > 0 tel que, f(x) = f(x,) pour tout x € By = B(x,,7) N K

ou B(x,, 1) est la boule ouverte dans R™ de centre x, et de rayon r. Comme, pour tout

0<t<r,xy,+tu€ Bg,eneffet x, + tu € B(x,,7) etx0+tu=x0+”—:l”(x—xo) =

ﬁx + (1 - ﬁ) Xo € K. Alors f(xq + tu) = f(x,) et —f(x"m;)_f(x") = 0 donc d,f (xy) =0

(0.f (xo) = 0, si x, est un point intérieur de K et d,,f (x,) > 0, si x, est un point frontiére de
K), d’ou (Vf(x,), h) = 0 pour tout h vérifiant x, + h € K. Inversement, puisque f est
convexe, pour x, et x, + h dans K et pout tout t € 10,1], ona f(xy + th) < tf(x,) +
(1= £)f (xo + h), donc £ (xo + h) — f(xg) = LEHTE et quand £ — 0+ f(xo + h) —
f(x0) = 0nf (x) = (Vf(x0), h) = 0, donc x, est un minimum local de f.
Remarque 3.1.
a) L’inégalité dans la lemme 3.1 est une égalité si x, est un point intérieur de K.
b) La convexité de f n’intervient pas dans " = ".
c) Si f est strictement convexe, x, est unique.
Théoréme 3.2. Si, K est un convexe fermé de R™ et f € C2(K) fortement convexe de
paramétre m € R7. Alors, f admet un minimum local unique sur K.
Preuve. Soit x,un point intérieur de K, puisque f est deux fois différentiable sur K, la

formule de (TL) au point x; s’écrit f(x) = f(x) +dfy, + %dzf[x1+9(x_x1)] ,oué@ €]0.1],
puisque K est convexe x; + 68(x — x;) € K. Posons h = x — xy, alors df,,, = (Vf(xy), h),
donc |dfx1| = [(Vf(x1), h)| < [IVF(x)IlIIR]l, comme f est fortement convexe de parametre
m € R}, d’apres la proposition 3.4, d*fi,. +o(x—x,)] = ml|R||* et d’aprés () dans la
proposition 3.3 b) et I’inégalité de Cauchy schwarz f(x) — f(x;) = —||Vf (x|l +

ZURl2 = Il S 11 = 19FGeoll] = (115 [iRll = Z 19/ Ge)Il], pour avoir £ () -
f(x1) > 0, il suffit d’avoir un r € R%, verifiant ||h|| > r > % IIVf(x1)]l. Donc, x; est un

minimum local de f dans I’extérieur de la boule fermée B(x;, 7). Soit K, = KN B(xy,7),
c’est un convexe fermé et borné dans R", donc ¢’est un compact, comme f est continue sur
K., elle attient son seul minimum local x, dans K,., donc f(x,) < f(x;). Comme f(x;) <
f(x), pour tout x dans I’extérieur de la boule fermée B(x;,7), il s’en suit que f(x,) < f(x)
pour tout x dans K (qui est la réunion de B (x,,) et son extérieur).

4- La projection orthogonale, méthode du gradient projeté

4.1-La projection orthogonale

Si x est un point du plan m, sa projection orthogonale sur une droite D de ce plan est un
élément x* de D tel que: |x — x*| < |x — y|, pour tout y € D. Autrement dit, x* est solution
du probléme de minimisation inf,cp f(y) ol f(y) = [x — y| avec y € D. Cette idee se
géneralise a I’espace R™, en remplacant la valeur absolu dans R par la norme dans R™. Avant
de donner le théoréme de la projection orthogonale aussi appelé le théoreme de la meilleure
approximation. Rappelons que:

Si {F,} est une suite décroissantes de fermés dans R" tel que le diamétre de E,, 6 (E,) —
0, alors Nyen: B, = {a} (Iintersection est réduite a un seul point).
Théoréme 4.1. (Théoréme de la projection orthogonale). Si K © R"™ est un convexe ferme,
pour tout x € R™, il existe un unique x* € K solution du probléeme de minimisation
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infyex f(y) ou f(y) = llx —yll, y € K.
Autrement dit, ||x — x*|| < ||x — yI|, Vy € K.
Preuve.
SixeK,x"=x,car||lx —x*|| =0 < ||x —y|l, Vy € K. Supposons que x ¢ K et a =
inf,ex|lx — yll, alors pour tout n € N*, il existe une suite {y,} dans K, tel que ||x — y,|| <

a+ 1, doncy, € B (x a+ 1), la suite {E (x a+ 1)} est une suite décroissante de boules
n n n

convexes et fermés dans R™. Soit K, = K n B (x a+ %) pour tout n € N*, il es clair que

pour tout n € N*, K,, # @, {K, } est une suite décroissante de convexes fermés. Démontrons

que 6 (K,) — 0. Soient u, v € K,, d’apres I’identité du parallélogramme on a || (x — u) +

X—v24x—u—x—v2=2x—ul+x—v2, donc v—u+v22+v—ul=2x—u2+x—v2 ou bien
u+v

Il = ull? = 2[llx — ul® + llx = vl|?] - 4 | x - ==

u+v

2
. pour tout u, v € K,,, comme — € K,

2
. 1
qui est convexe, alors 0 < |lv — ul|? < 4 (a + ;) pour tout u, v € K,,, quand n — oo,

6(K,,) — 0. En déduit que N en<Kn = {x*} c Ketque [|x —x*|| < a+ %, quand n — oo
l|x —x*|| < a < ||x —yl|l Vy € K. Evidement x* est unique.

Lemme 4.1 (Caractérisation de la projection). Si K c R™ est un convexe ferme. Alors

x* € K est une projection orthogonal d’un élément x € R™ ssi (x —x*,y —x*) < 0, Vy € K.
Preuve. Si x* € K est une projection orthogonal d’un élément x € R™, alors ||x — x*|| <

llx — yl|l Yy € K, comme pour tout ¢t € ]0,1], x* + t(y — x*) € K, donc ||x — x*||? <

Ix —x* =ty —x)IP =(x—x" =ty —x),x —x" —t(y —x*)) = |lx —x*||* -

2t{x — x*,y —x*) + t?|ly — x*||?, Vy € K, donc 0 < —2(x — x*,y — x*) + t|ly — x*||?,
Vy€eKquandt — 0,0na{x —x*,y —x*) < 0 Vy € K. Supposons maintenant que
(x—x*y—x*)<0vy€eK,alors |lx —x*||>? = |lx — yll* = (x —x*,x — x*) —

(x =y, =y) = lIxll* = 206, x*) + llx* 1> = llx]1* + 2¢x, ¥) — ll¥lI*> = 2[(x, ¥) — (x,x")] +
112 = NIyl = 2[¢x, y —x*) + (=x",y —x") + (x", y — x)] + [Ix"|1> = lIyll*> =

2[c —x"y —x") + x5y =)+ Ix12 = lyll? = 2(x —x",y —x") = [Ix" = ylI* <0,
Vy € K,donc ||lx —x*|| < ||lx — y|| Vy € K.

Corollaire 4.1. Dans le as ou K est un sous espace vectoriel fermé. Alors, x* € K est une
projection orthogonal d’un élément x € R™ ssi (x — x*,y) = 0, Vy € K.

Preuve. Puisque K est un sous espace vectoriel fermé, donc ¢’est un convexe fermé d’aprés le
lemme 4.1, x* € K est une projection orthogonal d’un élément x € R" ssi (x — x*,y — x™) <
0, Vy € K, donc pour tout y € K etpourtout 1 € R, (x — x*,(Ay + x*) — x*) =

Mx —x",y) <0doupour A =+1, (x —x*,y) = 0, pour tout y € K.

Corollaire 4.2. Soit K un convexe fermé dans R™, I’application projection Pyx:R"™ — K est 1-
Lipschienne.

Preuve. Soient, x" € R™ (x # x'), Py(x) = x* et P (x") = x™*. Alors (x — x*, x™ — x*) <
Oet(x' —x™,x*—x™)<0donc (x* —x,x" —x™)+ (x' —x",x"—x™")=(x"—x™" +
X' —x, ax—arr=xrx—xx#x242"—x, xx—x**%<0, ONC X*—x*+2<x—X' X —X**<X—X I*—I**,
alors ||Px(x) — Px (x|l < |lx — x'||, pour tout x, x" € R™.

Remarque 4.1. Dans le cas ou K est un sous espace vectoriel fermé de R™, 1’application Px
est linéaire. En effet, pour tout 2 € R et pour tout x, x" € R™, (x — x*,y) = 0 et (x' —

X%, y=0pour tout yeA, donc Lr—Ax*, y+x'—x** y=Ar+x'—Ax++x+* y=0, pour tout
y € K,dou Ax*+x** = APx(x) + Px(x') = Px(Ax + x').
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Lemme 4.2. Soient K un convexe fermé de R™ et f une fonction différentiable et convexe sur
K. S’il existe a € R} et x, € K tel que Py (xo — aVf (x0)) = xo, alors x, est un minimum
local de f.

Preuve. D’aprés le lemme 4.1 on a pour tout h € R™ veérifiant x, + h € K, (xo — aVf(xy) —
PEx0—aN fx0,x0+/—PAx0—aV fx0=x0—aV fx0—x0,x0+/1—x0=—aN fx0,/1=—aVN fx0,/
<0. Donc, V /x0,/2=>0 pour tout ZER7 verifiant x0+/4EA, d’apres le lemme 3.1, x0est un
minimum local de f.

Proposition 4.1. Si f € C2(K) est fortement convexe sur un convexe fermé et borné K de
R™. Alors, I’ensemble K = {x € K, u < f(x) < v} ol u > min,cg f(x) est fermé et borné.
Preuve. Puisque, K c K et K est borné alors K est borné. Démontrons que K est fermé. Soit
{x,} une suite dans K convergente vers x,, puisque K est fermé il contient x,, et puisque

u < f(xx) <vet f estcontinue sur K, f(x,) — f(x,) quand k — oo, donc u < f(x,) <
v, d’otl x, € K et K est fermé.

Définition 4.1. Pour une fonction différentiable f sur R™. Si, au point x € R™, la dérivée dans
la direction du vecteur non nul d € R", i.e. —= (x) =(Vf(x),d) = 0, la fonction est

croissante et si (Vf(x),d) < 0, la fonction est décroissante, dans ce cas on dit que d € R™ est
une direction de descente. Dans le cas o ||d]|| = |[Vf(x)||, donc (V£ (x),d) < |[VF(x)]|? (on

dit qu’on a une plus forte pente) et dans le cas ou (—Vf(x), Vf(x)) = —||[Vf(x)|* <
(Vf(x), d) direction opposée au gradient (on dit qu’on a une plus forte descente de la fonction
)

Proposition 4.2. Si d est une direction de descente au point x. Alors:

a) il existe § > 0, tel que f(x + cgd) < f(x) pout tout @ € ]0, &].

b) pour tout 0 < B < 1, il existe 6 > 0 tel que f(x + ad) < f(x) + aB(Vf(x),d), pour
tout a € ]0, 8].
Preuve. a) Puisque, =(Vf(x),d) + ||d||p(ad) avec p(ad) — 0 quand a« — 0.
Alors, pour tout € > 0, il existe § > 0,tel que Va € I1(0,8) ona —¢ < p(ad) < € d’ou
(Vf(@),d) —elldll < LEDTD < (97 (x),d) + elldl, quand £ — 0, LEEDTE
(Vf(x),d) <0, donc f(x + ad) f(x) < 0.b) Puisque d’apres a), il existe 5 > 0, tel que
Va€el(0,6)ona w = (Vf(x),d) < 0,comme 0 < B <1, anrsw
pLEDTED — p(yf (%), d) d'oi (& + ad) < f(X) + aB(VF (%), d) pour tout 0 < a < &
comme 0 < aff < a < &, alors f(x + ad) < f(%) + aB(Vf(x),d) pour tout a € |0, 5] ou
8=%>a
Lemme 4.3. Si, K est un convexe fermé de R™ et f € C1(K). Alors, pour tout x € K et pour
tout @ € R%, on a(Vf(x),h) < —% k]2 ou h = Py(x — aVf(x)) — x. Si, de plus K est
borné et x € K, il existe y € R% tel que ||h]| = y.
Preuve. Démontrons d’abord que (Vf(x), h) < —% |h||?> pour tout « € R%. Appliquant le
lemme 4.1 pour x € K et x — aVf(x), ona (x — aVf(x) — Px(x — aVf(x)),x —
Pi(x — aVf(x))) = (—(aVf(x) + h), —h) = {(aVf (x) + h), h) = (aVf(x),h) + (b, h) =
a{Vf(x),h) + ||h||> < 0 pourtout @ € R%, d’ou (Vf(x),h) < —% ||h||? pour tout @ € R%.
Supposons de plus que K est borné et x € K et démontrons qu’il existe y € R’ tel que

||kl = y. Puisque f est fortement convexe sur K, Vf (x) est continue sur K, et d’apreés le
corollaire 4.2, I’application Py est continue sur K, alors la fonction composée g(x) =

|| P« (x — aVf(x)) — x|| est continue sur K, par conséquent elle est continue sur le compact

fG+ad)—f(x)
a
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K, il existe alors y € R’ tel que ¥ = min,cz g(x) < ||h||. Carsiy = 0, il existe x, € K tel
que Py (xo — aVf(x)) = x, ce qui implique d’aprés le lemme 4.2, x, est un minimum local
unique de f dans K et donc x, & K, contradiction.

Lemme 4.4. Si, K est un convexe fermé de R™ et f € C?(K) fortement convexe de paramétre
m € R}. En passant de n’importe quel point x € K au point x* = PK(x — an(x)) ou a
satisfaisant 0 < a < kz—zet k, est donnée par le corollaire 3.1, ona f(x) — f(x*) =

(i - kz_z) lklI? ou h = Py (x — aVf(x)) — x. Si, de plus K est borné et x € K, il existe
Y € R; tel que f(x) — f(x*) = (i_ﬁ)yz

2
Preuve. Il suffit, de démontrer la premiére inégalité, la deuxiéme inégalité se déduit de la
premiere par le lemme 4.3. On démontre, la premiére inégalité d’abord pour x dans I’intérieur
de K. En appliquant (TL) a la fonction f au point x* = x + h,ona f(x*) = f(x) +

(Vf(x),h) + %dzf(x + 6h) avec 0 < 6 < 1. Comme d’aprés le lemme 4.3, (Vf(x), h) <
—% ||h||? et d’aprés le corollaire 3.1, il existe k, > 0, tel que d?f(x + 8h) < k,||h||?, alors

FO) = £G0) < (2 =2) IRl d'oi £(x) — £(x*) = (> — 22) |IAl|%. Si, maintenant x est

dans la frontiére de K qui est un fermé, il existe une suite {x,} dans I’intérieur de K qui

converge vers x, et f(x,) — f(x*) = (l — ﬁ) lhn lI? 00 Ry = Py (%, — aVf (x)) — xp.

a 2
Comme f, Vf, Py et ||. || sont des fonctions continues sur K, quand n — +oo, f(x) —

* 1 ke 2
fOe) = (5= 2) lInll
4.2-Méthode du gradient projeté

Dans cette section on va démontrer que, la suite récurrente définie si dessous converge
vers le minimum local de la fonction f. En partant d’une premiére approximation x,; dans K et

. . . . 2 N , -
d’un nombre arbitraire  satisfaisant 0 < a < —-ou k, est donnée par le corollaire 3.1. On
2

définie une suite {x; } a I' aide de la relation de récurrence dite méthode (ou algorithme) du
gradient projeté a pas constant a dans la direction de descente d,, = —Vf(xy).

X1 = Pxlxx —aVf(x)], k € N
Comme, d, est dirigé vers la plus grande descente de la fonction f, en passant d’ un point x;
au point x; 1, le taux f(xx4+1) — f (xx) diminue, par conséquent, la suite {f(x;)} décroit vers
son minimum réalisé par la limite x, de la suite {x;} sur K. Le théoréeme fondamental suivant
assure I’existence et 1’unicité de la solution du probleme avec contrainte

(P) infyex f(x)

Théoréme 4.2 (Théoréme fondamental). Si, K est un convexe fermé de R" et si f € C2(K)
et elle est fortement convexe de paramétre m € R’;.. Alors, pour un point initial arbitraire x;
dans K, la suite récurrente {x, } converge vers le minimum local x, de f sur K.
Preuve. Nous allons démontrer le théoreme en supposant de plus que K est borné. Soient x;

un point arbitraire dans K et x;.; = Px[x, — aVf(xy)], k € N* ou, a satisfaisant 0 < a < ki

2

et k, est donnée par le corollaire 3.1. Il est clair que d’apres le lemme 4.4 que f(x;) —
f(Xk41) = (l - %) llxk+1 — |2 = 0. Lasuite {f(x,)} est décroissante dans K, comme f et

(24
continue sur le compact K, il existe un x, € K tel quef (x,) = min,cg f(x) et donc la suite

{f (xi) } est convergente et limy,_,, . f(x;) = f(x,). Démontrons que, la suite {x;} converge
Vers x,. Soient e > 0 et K, = K \ B(x,, ), il est clair que K, est un fermé et borné dans K,
donc il existe un x, € K, tel que f(x,) = min,cg, f(x). Le minimum de f sur K étant
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unique, donc f(x,) > f(x,). K, contient seulement un nombre finie d’élément de la suite
{x;}, si non il existe N € N* tel que, pour tout k > N, f(x;) = f(x.) donc

limy 400 f(x) = f(x0) = f(x:) > f(x0), contradiction. Donc, pour tout € > 0, il existe
N € N* tel que, pour tout k > N, x; € B(xg, €) i.€. limy_, ;o X; = Xx. A présent, nous avons
démontrer le théoréme dans le cas ou K est un convexe fermé et borné. Dans le cas ou K est
un convexe fermé et non borné. Soient x; un point arbitraire dans K et x,,; = Px[xx —

aVf(x,)], k € N* ou, a satisfaisant 0 < a < ki et k, est donnée par le corollaire 3.1. Comme
2

dans la démonstration du théoréme 3.2, le point minimum de la fonction f se trouve dans
I’ensemble convexe fermé et borné K,. = K n B(x,,r) ou le rayon r > 0 de la boule fermée

B (xy,7) satisfait 21 — [V (xy)ll > 0, et £(x;) < f(x), pour tout x dans I'extérieur de la
boule fermée B(x;,r) et donc dans I’extérieure de K,.. Comme d’aprés le lemme 4.4
la suite {f (x;)} est décroissante dans K, il vient que la suite récurrente {x, } se trouve a
I’extérieure de K,., par conséquent,
X1 = Pxlxx — aVf(xx)] = Py [x — aVf(x,)], pour tout k € N*

et tous les arguments qui suivront se réduisent a I'ensemble convexe fermé borné K., c'est-a-
dire au cas ou K est un convexe fermé et borné que nous avons considéré avant.
Remarque 4.2.

a) Dans le cas ou K = R™ et parce que x = Pk (x) pour tout x € K, la suite itérative {x;}
s’écrit

Xp+1 = X — aVf (xg).

b) La méthode exposée précédemment nous permet de chercher la solutions x, du systéeme

a n éguations suivant:
filx)=0,1<i<n.

I suffit de remarquer que, la solution de ce systeme coincide avec le minimum de la fonction
f200) = fE(x) + -+ 7 ().

c¢) La théorie que nous avons exposeés, pour rechercher un minimum d’une fonction
fortement convexe, s’étende sans complication a la recherche du maximum d’une fonction f
fortement concave i.e. la fonction (—f) est fortement convexe, en tenant compte de la relation

infxEK(_f) = — SUPyek f-
5-Méthode du gradient a pas optimal et & pas variable

5.1-Description
La méthode ou algorithme du gradient fait partie d’une vaste classe de méthodes
numériques appelées méthode de descente, dont le schéma genéral est:
X1 = Xg + agdy

ou a, est un élément de R, et dj, est un vecteur non nul de R™. a; et d;, sont choisis de tel
sorte que la suite {f (x,,1)} est décroissante vers la valeur minimal de la fonction f.
Dans le cas ou d;, = —Vf(x;) et a € R, la suite

Xi+1 = Xx — aVf(xg)
décrit I’algorithme du gradient a pas constant.
Dans le cas ou dj, = —Vf(x;) et ay est la solution quand elle existe du probléme de
minimisation de la fonction g, (@) = f(x; + aVf(x;)) sur R%, la suite

Xis1 = Xk — aVf(xx)
décrit la méthode du gradient a pas optimal.
Dans le cas ou d;, = —Vf(x;) et ay est une variable dans R%, la suite
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) ) Xk+1 = X — aVf (xp)
décrit la méthode du gradient a pas variable.

5.2-Résultats de convergence pour les fonctions elliptiques

La démonstration des résultats de convergences pour les fonctions elliptiques utilise les
propriétés suivantes: les fermés et bornés dans R™ sont des compactes. Les fonctions
continues sur un compact sont uniformément continues. Une fonction f est uniformément
continue ssi pour toutes suites {x,,} et {y,} vérifiant ||x,, — y,|| — 0, ona||f(x,) —
JSyn—0.
Théoréme 5.1. Si, f est une fonction elliptique de paramétre m € R}, la méthode du gradient
a pas optimal converge vers le minimum de f.
Preuve. S’il existe N € N* tel que Vf(x;) = 0, pour tout k > N, la suite {x; } est évidement
convergente pour un nombre fini d’itérations. Supposons que Vf(x;) # 0 pour tout k € N* et
démontrons que:

a) fxr) = f(xper) = %llxk — Xi+11|%. Puisque, pour tout k € N* et pour tout & € R%, la

fonction ¢y (a) = f(x; — aVf (x;)) est elliptique car [¢y (a) — @ (B)](a — B) =

(f (e = BYf (x)) = f (3 — @V (), (@ = BIVF (i) = mll (@ = RIVF (x> =

al||lVf (x)l?la — B1? = mla — B|? oim = m||Vf (xx)||> > 0 est la constante d’ellipticité de
@, donc @, est strictement convexe et coercive sur R, elle admet un unique élément a;, €
R}, satisfaisant o', () = —(Vf (x — @i Vf(xp)), Vf(x;)) = 0, comme xp 41 = x; —

a,Vf (xy), on déduit que V(x,41) L Vf(xy) (les directions de descentes successives sont
perpendiculaires) et Vk € N* (V(xx41), —ar Vf(xr)) = (V(Xk41), Xk+1 — Xx) = 0. Comme f
est elliptique de paramétre m € R, d’aprés (%), f(x) — f (Xp41) = %lek — X1 1%,

Vk € N*.

b) limy_,, o |lxx — Xk41]l = 0. Puisque d’apres a) la suite {f (x;)} est décroissante et
d’aprés le théoréeme 3.1 d) il existe un unique x* € R™ tel que f(x*) < f(x) pour tout
x* € R™, donc limy,_, ;o f(x) = f(x*) =limy_, ;o f (Xx4+1) , €N utilisant a) ona 0 >
limy 1o [l — Xpes1 117 = 0, d’00 limy 40|15 — Xpeq1ll = 0

) IVF eIl < IVf () — Vf Ceer )l Puis que V(xgpq) L Vf (), alors IV (x)I* =
KV (x) = Vf Ceiern), VECa) < IVFCo) IV (i) — VS (x|l done [[Vf ()l <
IV (xr) — VI Cerra) -

d) lim,_, . |I[Vf (x,) || = 0. Puisque la suite {f (x;)} est décroissante et f est coercive, la
suite {x, } est bornée, donc elle est contenue dans une boule fermée et bornée dans R™, donc
dans un compact. Comme f € C1(R™) par hypothése, f' est continue sur ce compact, elle est
uniformément continue sur ce compact. En utilisant b), c) et le lien entre les suites
convergentes et 1’uniforme continuité, on déduit que limy_, ;o ||Vf (xx) — Vf (xr4+)]l = 0 et
donc limy 4o IVf Cxi )l = 0.

e) La convergence. Puisque Vf(x*) = 0 et f est elliptique de parametre m € R, d’aprés
le théoréme 3.1 a) m||x, — x*|| < ||[Vf(xx) — V(x| = [IVF(xp)ll, ou bien 0 <
[|x, — x*|| < %llVf(xk)ll, en utilisant d) on a x;,, — x* quand k — +oo.

Remarque 5.1. Les constantes a et b non pas intervenues, dans la démonstration précedente.
Mais elles interviennent dans le procédé de recherche de a;, sans passer par le probleme de
minimisation de la fonction ¢;, comme dans la régle de recherche linéaire de pas optimal
du a Wolf

Un autre critere de convergence, pour les fonctions non nécessairement elliptiques, est
donné par le théoréme suivant:
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Théoréme 5.2. Si, une fonction f € C1(R™) est strictement convexe et coercive et si, sa
dérivée f' est M-Lipschitzienne sur R™, i.e. il existe M > 0 tel que ||f'(x) — f' (M)l <

M||x — y||, pour tout x, y € R™. Alors, pour tout a;, € [a,b] C ]0%[ la méthode du gradient
a pas optimal converge vers le minimum de f.
Preuve. Démontrons que:
a) limy_eollX41 — Xkl = 0.

Appliquant (TI) a la fonction f a I’ordre 1 au point xy, alors f (x41) = f(x,) +

1 ! ! !
Jo f "D + tCprr — 2] = £/ (i) Xpewr — Xi) + (' (), X — i) dt = f (o) +

! 1 ! i g
(f' () Xpeer = xie) + [ Toaae + tQeer — %3] = £/ (), X4 — %) dt. En utilisant le
notation Vf au lieu de f' et le fait que —ai (Xpe1 — xx) = Vf(xy), alors f(xgy1) = flxx) —

k

1 1 5 . sc 1 s
” xer1r = xill? + Jo(VF Dy + t0oesr — x3)] = VF (i), Xpey1 — Xi) dt. D’apres Iinégalité

de Cauchy Schawarz f(x+1) — f(xx) < —aik 41 — xill? + f01||vf[xk + (e — x)] —
V fxkxk+1—xkdt, comme V Fest A-Lipschitzienne sur Rz, alors

fOesn) = fxge) < —aik X1 — xill® + f01M||xk + t (1 — xi) = Xpelll| X1 — x|l dt ou
bien £ (xieer) = £ (o) < = - [Pxican = 2l + 5 s = 212, done £ (rers) = £ () <

(M - i) |xps1 — xll? < Ocar0 < a < % par hypothese. La suite {f (x;)} est décroissante

2 ag
et minorée par sa valeur minimal f(x*), donc Vf(x*) = 0 et f(x;) — f(x*), comme fest

continue limk_mo [f(xk+1) - f(xk)] =0, d’ou0 < (% - (Zik) limk_mo”xk“ - xk||2 <0

donc, limy_ e || X541 — Xi |l = O.

b) limy_,,, Vf(x;) = 0. Comme dans la démonstration du théoreme 3.2, a) on a
Vf(Xie1) L V() et
IV Cadll? = IKVF () — VI o), VGl < IVF Qi) IVE (i) — VI (i)l done
0 < |IVfCxdll < IIVf(xr) = Vf Crrr) Il < Mllxgesr — xpell, d0u limg 0 [[VF O ) || = 0
donc, limy,_, o, Vf(x,) = 0.

c¢) La convergence. Puisque f est coércive, la suite {x; } est bornée, elle admet une sous
suite {x(,(k)} convergente vers x, comme par hypothése Vf est continue sur R", alors
limy oo VF (x500) = VA(limy e Xo)) = VF(x) = 0 = Vf(x*), comme f est strictement
convexe le minimum est unique et x* = x. Comme, toute sous suite de la suite {x, }, converge
vers x*. Alors la suite {x; } converge vers x™.
Du deux théoremes 5.1 et 5.2 on a immédiatement:
Corollaire 5.1. La méthode du gradient a pas optimal, pour une fonction quadratique est
convergente
Corollaire 5.2. Si, une fonction f est elliptique et sa dérivée f' est M-Lipschitzienne sur R™
Alors, pour tout a;, € ]0%[ la méthode du gradient a pas optimal converge vers le minimum
de f.
Remarque 5.2.

a) La dimension finie est nécessaire dans les résultats de convergences des algorithmes de
projection et du gradient.

b) La résolution du probléme de minimisation & une seule variable dans les démonstrations
des methodes du gradient a pas optimal conduit a 1’orthogonalité des directions de descentes

llyell?

(AViYi)
VF(x) = Ax — b et Vf (xp41) L VF(xp). Alors, (A(x; — ap(Ax; — b)) — b, Ax;. — b) = 0,

successives. On peut donc, prendre dans 1’itération k, le pas optimal «;, = . Parce que:
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en posant r, = Ax, — b on a(r, — agAry, 1) = 0 d’ou a(Ary, 1) = (1, 1) = |lrx||? donc,
_llmli?
(AT
est une matrice carré symeétrique, définie positive, i.e. (Ah, h) = 0, pour tout h € R™.
Théoréme 5.3. Si, une fonction f € C1(R™) est elliptique de paramétre m € R%, et si, sa
dérivée f' est M-Lipschitzienne sur R™. Alors, pour tout aj, € [a,b],0u0 < a < b < 2%, il
existe 5 € ]0,1[ dépendant de a, b, m et M, tel que ||lx, — x*|| < B* ||x; — x*||. Par
conséquent, la méthode du gradient a pas variable converge géométriqguement vers le
minimum x* de f.

Preuve. Puisque V£ (x*) = 0, alors x4, — x* = (x; — x*) — ;. (Vf () — Vf(x™)), donc
xks1 — X117 = Nl — x* |12 = 2V (i) — VF (X)), x5 — x*) + ag[IVf (xi) — VF (x)||?. Par
hypothése et I’inégalité de Cauchy Schwarz, on a: ||x,.; — x*||? < (1 — 2may +
ak2M2xk—x+2. Soit la fonction pak=1-2mak+ak2M2, alors p'ak=2akM2—m=0Sssi

, . . 2 N
a = -, p est décroissante sur [O, %] et croissante sur [Mﬂ m], d’ou pour tout ay, € [a,b] &

ay . Cette méthode est utilisee pour résoudre le systtme r(x) = Ax —b =00U A

2 gz
]0,12\4—";[, 0 <p(ay) <p(a) <p(0) =1siay€ [a,%] etp(ag) <p)<p (IZW—YZ) =1si
ay € [%,b]. Donc, pour tout ay, € [a,b] & ]O,%[, 0 < p(ay) < max(p(a),p(b)) <1

d’ot ||xgsq — x|l < Bllx —x*||o0U0 < B = \/max(p(a),p(b)) <1 pour tout k > 1, donc

xs1 — x* Il < Bllxg — x| < B2llxg—q — x*|| < -+ < B¥72|lx; — x*|| et donc 0 <
Bllx, — x*|| < B*Y|x, — x*|| quand k — +o0, ||x;, — x*|| — 0 ou bien x;,, — x*.

Remarque 5.3.

a) La dimension finie n’intervienne pas dans la démonstration du théoreme 5.3 , ce qui
permet d’obtenir le méme résultat dans un espace de Hilbert.

b) Dans le cas d’une fonctions f deux fois dérivable, f’ est M-Lipschitzienne sur R™ ssi

suppernllf” (Ml < M.
c¢) Dans le cas de fonctions quadratiques, f(x) = %(Ax,x) — (b, x) ou A est une matrice

carrée et symétrique d’ordre n. La méthode du gradient a pas variable s’écrit:
X1 = X — ap(Ax — b)
elle est convergente pour tout a;, € [a,b] & ]O%[ ou A; = m est la plus petite
(respectivement A, = M la plus grande) valeur propre de la matrice A.
d) L’ellipticité est importante, pour la convergence de la plupart des algorithmes, toutefois
les conditions données dans les théorémes sont suffisantes pour la convergence, mais il se
peut qu’un algorithme converge méme elles ne le sont pas.

6-Méthode du gradient conjugué quadratique

6.1-Introduction

La méthode du gradient conjugué pour les fonctions quadratiques appelé méthode du
gradient conjugue quadratique est I’une des techniques les plus utiles pour résoudre le
systeme linéaire r(x) = Ax — b = 0 (r(x) est le résidu du systéme linéaire Ax — b = 0) ou A
est une matrice carrée symétrique définie positive, x € R™ et b est une constante dans R™. La
résolution du systéme r(x) est équivalent a la résolution du probléme de minimisation de la

fonction quadratique, f(x) = i(Ax,x) — (b, x) ou x € R™ et A est une matrice carrée
symétrique. Posons, r, = Vf(x,) = Ax; — b, (—r;, est la direction de la plus grande pente),
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alors Tk+1 = Vf(xk+1) = A(xk+1) —b = A(xk + akdk) —b= (Axk - b) + akAdk =1+
a,Ad;. La méthode du gradient conjugué est basée sur le principe suivant. pout tout k €

{1, ...,n} les directions d,, sont A-conjugués, i.e. (dy, Ad;) = 0,si k # i et {dy, ..., d;} est
une famille libre et génératrice donc une base d’un sous espace vectoriel de R™. Ce principe
est basé sur une écriture linéaire simple, de la formule donnant la direction d,, ;. L’idée
principale de cette écriture vient par exemple du procédé d’orthogonalisation de Gram-
Schmit, appliqué aux vecteurs libres {r, ..., 1. }. Ce procédé défini une famille {d, ..., d;}

1

comme suit: on prend d; = —7y, et on définit par récurrence d, = —r, — <r2'_||r Hz)rl,
1
S S W W M T = —p, — Ykl 1Ly Ainsi ) =
d3 - r3 (r3’ ”T1”2>r1 <r3l ||T2||2) rZ)" * dk rk Zl_:l (rkl ”ri”z) rl' AInSI’ (dkl dl) 0

pour tout k = i, ||d;||?> = (d;,d;) > 0 et{dy, ..., d,} est une base du sous espace vectoriel E,
engendré par {ry, ..., 1}, donc Ey = [ry, ..., 1] = [dy, ..., di].

6.2-Description da la méthode
Etant donné une valeur initiale arbitraire x,, on construit la suite récurrente
Xp+1 = X + apdy,
ou la direction d est choisie A-conjuguées aux autres directions et le pas «; est choisi
optimal dans la direction dj. La direction d’ordre k + 1, s’écrit sous une forme simple,
comme combinaison linéaire de 73, et dj,
dir1 = ~Tisr + Berde
ou les nombres réels B;..1 sont déterminés par la relation de conjugaison
(dics1, Ady) = (i1 + Brsrdf, Ady) = 0,
donc, Bi+1{dy, Ady) = (141, Ady) et quand d;, # 0, on a:
_ (T, Ady)
el <dkﬂAdk) .
En posant ¢, (@) = f(x; + ady), a € R%, le minimum a,, de ¢, est tel que:
or(ar) = (Vf(xx + ardy), di) = 0,
ou bien (A(xy + aidy) — b, d;) = 0, ce qui implique (d, A(x, + a,d;) — b) = 0. Donc,

aildi, Ady) = —=[{dy, Axy) + (dk, =b)] = —(dk, Axy — b) d’ou oy = — <°zl;':zl;;>b>,
finalement
o0 = — <dklrk)
e (dktAdky

6.3-Résultat de convergence et propriétes

Théoreme 6.1. Pout toute valeur initiale x,, la méthode du gradient conjugué quadratique,
converge vers I’optimum x*de la fonction quadratique f, en au maximum n pas.

Preuve. Démontrons que la méthode s’arréte au maximum a 1’étape n qui est la dimension de
R™. Comme x* est I’optimum de f, ona Vf(x*) = Ax* — b = 0 ou Ax™ = b. Puisque

x* —x, € R"etal’étape n, {dy, ..., dy, ..., d, } €st une base de R", il existe

Uiy oo Uiy o U € Rtelque x* — xq = pydq + -+ + pupdy + -+ + upd,. Alors, (dy, A(x* —
x1)) = {dy, mAdy + -+ e Ady + -+ ppAdy) = py(dy, Ady) + -+ + pldy, Adg) + -+ +
Un{d,, Ad,). Comme, (d;, Ad;) = 0, pour tout i # k, alors

(d, A(x™ — x1)) — e {dy, Ady) = 0, d’ou py, = % pour tout k € {1, ...,n}. Comme,
kAGK

par construction, x; — x; = aydy + ayd, + -+ + ag_1di_q, donc {d;, A(x; — x1)) =

<dk) alAdl + azAdz + -+ ak—lAdk—l) = al(dk,Ad]_) + -+ ak_]_(dk,Adk_l), or

(dy, Ad;) = 0 pour tout i € {1, ...,k — 1} donc (d, A(x;, — x;)) = 0 d’ou {d), A(x* — x;)) —
il di, Ady) = (dy, AQxy — x1)), comme, (dy, A[(x™ — x1) + (1 — x)]) = (dy, A(x™ —
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xk)) = (dk,Ax* — Axk) = <dk,b — Axk> = —<dk,rk), donC —(dk,rk) = ,le<dk,Adk>, d’Oﬁ

U = —% =apetx” =x; +a,d; + -+ apd, + -+ a,d, etdonc x* est atteintan

pas aux maximum.
Proposition 6.1. Pout toute valeur initiale x,, la suite {x, } dans I’algorithme du gradient
conjugué quadratique est tel que:

a) (Tk+1, dl> =0,Vi € {1, . k}

b) xj4+, €st un minimum de f(x) sur I’ensemble convexe C, = x; + Fy, oU Fj, =
[d4, ..., d}] est le sous espace vectoriel de R™, engendré par d, ..., d.
Preuve. Soit pour tout u € Cy, la fonction h(u) = f(x; + pdy + -+ + updy), ol u =
(g, -, i), h est quadratique, donc elle admet un minimum unique sur le convexe Cy, et
u* € Cy est un minimum de h ssi Vh(u*) = 0ssi Vi € {1, ..., k}, (Vf(x; + uid, + -+ +
plexdfe, di=05s\ ru+di=0, Vi€l ... £ Donc, pour démontrer que x4+ 1 est minimum de /'sur
E, il suffit de démontrer que (ry41,d;) = 0, Vi € {1, ..., k} par récurrence.
Pour k = 1, 0na(ry, dy) = {r, + @, Ady, d;) = —(dy, dy) + <;d1Ad;>)<d1,Ad1>
<f1d1Adl)> Supposons que, (ry,d;) = 0, Vi € {1, ..., k} et montrons que (ry4q,d;) = 0,

Vi € {1 k} PU|Sque, Thr1 =T + akAdk, alors (Tk+1, dl) = (Tk + C(kAdk, dl) = (Tk, dl) +
ak(di,Adk), comme par hypothése de récurrence (r,d;) = 0,Vi € {1, ..., k} et (d;, Ady) = 0

0(1=

par conjugaison Vi € {1, ...,k — 1}, alors Vi € {1, ...,k — 1}, (141, d;) = 0 et (141, di) =
_ _ {diTk) /gt et _ N _ _ {diTk)
ay{dy, Ady) = (doAd )(dk;Adk) (di, 1) = =1, di) = 00U @, = (e Ady)

Corolaire 6.1. Si, Vi € {1, ..., k} ou r; # 0 (i.e. I’algorithme du gradient conjugué
quadratique n’est pas atteint a 1’itération k) on a:

_ AreTrr)

@) T = 1
(s Tiss)
b) Brs1 = 'Z:l—n'z;l

c¢) Les directions d;, ..., dy4+, sont mutuellement conjugués.

Preuve. a) PUisque, dk =T + ,Bkdk—l et ai = —%,
kAUk

donc a, = — {ZTkHPrdi-urid)

it B s o mme d’apres la proposition 6.1, (d,_1,7x) = (1, dr—1) = 0,0nale

(dk,Adk) (di,Adg)’
résultat. b) Puisque, 141 = 1% + aAdy et Bry1 = % alors

1 Tk+1—Tk (TrTk) (P10 k41— Tk) _
ﬂk+1 (d Ad )( k+11( ay )) Ou ak (dk:Adk) > O donc ﬁk+1 - (Tk rk) -

(Mt 1Tke+1)  (The1,Tk) . Comme,
(T T (TrTi)

0 ou parecque (41, i) = (Tkt1, Ak — Bredi-1) = (Tir1, di) — BT 1, di—1) = 0 d’apres la

proposition 4.1. Alors, By+1 = % etonab). c) Montrons que d,; est A-conjugué
KTk

avec {d, ...,dy}. (La démonstration serra donnée par la suite dans la deuxieme version)

les gradients successives sont perpendiculaire alors (1,4, 7)) =
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