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MESURE ET INTEGRATION 3EME ANNEE LICENCE MATHEMATIQUE

TD1 TRIBUS ET MESURES

Exercice 1
1.Déterminer Nyso |11+ |, Nus1 [1=2,2], Nuso |12+ |, Unso |-

) +00[.
n+1

1
2. Montrer que  Npsq [1,2 + n_+1] =[1,2]

3. Déterminer les limites lim [—l, 1] , lim]—l, 1] .
n n n n
4 .Donner un exemple de suite non constante de parties de R dont la limite est ]0,1].

5.Déterminer les limites supérieure et inférieure de la suite(B,,) =1 de parties de R définie par :B,,_; =
1 1

|-2-2,1] et Byy = [-12+3]

6.Existe-il une suite(C,) s, de parties de R telle que :limsup C, = [-1,2] et liminfC, =[-2,1]?

Exercice 2 (Image directe et réciproque de tribu)

Soient E, F deux ensembles non vide et f: E — F une application.

1.Soit F une o — algeébre (tribu)sur F.Posonst = f~1(F) = {f~1(B): B € F}.Montrer que T une ¢ —
algebresurE .

2 .Soit M une o — algebresurE.Soit f(M) = {f(A): A € M }.Est ce que f(M)Est une o — algébre sur F ?

Exercice 3

Soient A ,A,, ... ... ,Az019 des ensembles non vide de R disjoints deux a deux avchlﬁﬁOlgAk =R.
Montrer que T = {Uker Akl € {1,2, ........,2019}} est une c-algébre sur R .

Exercice 4

Soit (E,F, ) un espace mesuré ou L est une mesure de probabilité .On note
I'={A€F;u(A) =0 oup(A) =1}.Montrer que I est une tribu sur E.

Exercice 5 (o — algebre engendrée par une famille)
Onpose C={[a,b], a< b etab € ]0,1[}. Montrer que o(C) = B(]0,1]).

Exercice 6
Soient A un borélien de R tel que A(A) > let A, = AN[n,n+ 1[.
Montrer que A = UpezA, et qued(A) = Yz A((A —n)N[0,1]).

Exercice 7

Soit (R, B(R), ) 'espace mesuré de Lebesgue.

PourA € go(R)eta € RonnoteA+a={x+a :x €A}

1.Montrer quet,={A € ©(R): A+ a € B(R)} est une c-algébre surR .

2. MontrerqueB(R) = T,.

3. Pour tout A € B(R) on pose u(A) = A(A + a). Montrer que p est une mesure sur ([R{,B(IR{)).
4 .Montrer que pour tout A € B(R) onaA(A + a) = A(A).

Exercice 8

Soit (R, B(R), ) 'espace mesuré de Lebesgue.
1.Soit A = Upso [n, n+ zin] .Calculer A(A).
2.50it x € R, Calculer A({x}).

3.50itX,X1,X2, v «e -.. . € R ,calculer A(Upso{Xn})-
4.0n déduire que A(Q) = 0.Calculer A([0,1] \ Q).



