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Interrogation(2) en Analyse Numérique 1 -- 2ème année Licence. 

Mercredi 16/12/ 2018  

Exercice (06 pts) : Soient les polynômes de  Tchebychev définis par : 

                 𝑻𝒏(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝒏. 𝒂𝒓𝒄 𝒄𝒐𝒔(𝒙))  pour tout   𝒙 ∈ [-1, 1] et  𝑛 ≥ 0. 

1) Déterminer  𝑻𝟎(𝒙), 𝑻𝟏(𝒙) et  𝑻𝟐(𝒙). 
2) En utilisant la base  {1, 𝑥 , 2𝑥2 − 1}, Trouver le polynôme p* qui réalise le minimum suivant : 

                             𝒎𝒊𝒏𝑝∈ℙ2[𝑥]   (∫ (𝑝(𝑥) − 𝑥3)2 𝑑𝑥)
1

−1
. 

--------------------------------------------------------------------------------------------- 
Correction interrogation 02 

 
1) Détermination de  𝑻𝟎(𝒙), 𝑻𝟏(𝒙) et  𝑻𝟐(𝒙) : 

             𝑻𝟎(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝟎) =  𝟏.     𝑻𝟏(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝒂𝒓𝒄 𝒄𝒐𝒔(𝒙)) =  𝒙.                                  (𝟎. 𝟓𝟎𝒑𝒕) + (𝟎. 𝟓𝟎𝒑𝒕) 

             𝑻𝟐(𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝟐. 𝒂𝒓𝒄 𝒄𝒐𝒔(𝒙)) =  𝟐  (𝒄𝒐𝒔 2(𝒂𝒓𝒄 𝒄𝒐𝒔(𝒙))) − 𝟏 =  2𝑥2 − 1.   (𝟎𝟏𝒑𝒕)             

2) Détermination de p* : 

       

Soit      p* le polynôme qui réalise le minimum  𝒎𝒊𝒏𝑝∈ℙ2[𝑥]   (∫ (𝑝(𝑥) − 𝑥3)2 𝑑𝑥)
1

−1
. 

Donc    p* ∈ ℙ2[𝑥] est M.A.S.M.C Continue de la fonction 𝑓(𝑥) = 𝑥3 pour tout   𝒙 ∈ [-1, 1] 

           En utilisant la base  {1, 𝑥 , 2𝑥2 − 1} : 

     On pose       p*(𝑥) = 𝑎0+ 𝑎1𝑥 + 𝑎2(2𝑥
2 − 1),                     (𝟎. 𝟓𝟎𝒑𝒕) 

On obtient       

                    [

〈1,1〉 〈1, 𝑥〉    〈1, 2𝑥2 − 1〉

〈𝑥, 1〉 〈𝑥, 𝑥〉    〈𝑥, 2𝑥2 − 1〉

〈2𝑥2 − 1,1〉   〈2𝑥2 − 1, 𝑥〉         〈2𝑥2 − 1, 2𝑥2 − 1〉

] [

𝑎0
𝑎1
𝑎2
] = [

〈𝑓, 1〉

〈𝑓, 𝑥〉

〈𝑓, 2𝑥2 − 1〉
] (𝟎. 𝟓𝟎𝒑𝒕) 

 

〈1,1〉 = ∫ 𝟏 𝒅𝒙 = 
𝟏

−𝟏
2, 〈1, 𝑥〉 = 〈𝑥, 1〉 = ∫ 𝒙 𝒅𝒙 = 

𝟏

−𝟏
0, 〈𝑥, 𝑥〉 = ∫ 𝑥2 𝒅𝒙 = 

𝟏

−𝟏

2

3
.   (𝟎. 𝟐𝟓𝒑𝒕) 

〈1, 2𝑥2 − 1〉 = 〈2𝑥2 − 1,1〉 = ∫ (2𝑥2 − 1) 𝒅𝒙 =  −
𝟏

−𝟏

2

3
.                                            (𝟎. 𝟐𝟓𝒑𝒕) 

〈𝑥, 2𝑥2 − 1〉 = 〈2𝑥2 − 1, 𝑥〉 = ∫ (2𝑥3 − 𝑥) 𝒅𝒙 =  𝟎
𝟏

−𝟏
.                                              (𝟎. 𝟐𝟓𝒑𝒕) 

〈2𝑥2 − 1, 2𝑥2 − 1〉 = ∫ (2𝑥2 − 1) 2 𝒅𝒙 =  ∫ (4𝑥4 − 4𝑥2 + 1) 𝒅𝒙 =  
14

15

𝟏

−𝟏

𝟏

−𝟏
        (𝟎. 𝟐𝟓𝒑𝒕) 

〈𝑓, 1〉 = 〈𝑥3, 1〉 = ∫ 𝑥3 𝒅𝒙 =  𝟎
𝟏

−𝟏
, 〈𝑓, 𝑥〉 = 〈𝑥3, 𝑥〉 = ∫ 𝑥4 𝒅𝒙 =  

2

5

𝟏

−𝟏
,                   (𝟎. 𝟐𝟓𝒑𝒕) 

〈𝑓, 2𝑥2 − 1〉 = 〈𝑥3, 2𝑥2 − 1〉 = ∫ (2𝑥5 − 𝑥3) 𝒅𝒙 =  𝟎
𝟏

−𝟏
.                                         (𝟎. 𝟐𝟓𝒑𝒕) 

Le système précédent devient : 

[
 
 
 
 2 0  − 

2

3

0
2

3
   0

−
2

3
  0         

14

15]
 
 
 
 

[

𝑎0
𝑎1
𝑎2
] = [

0
2

5

0

]    ⇔    

{
 
 

 
 2𝑎0 −

2

3
 𝑎2 = 0

2

3
 𝑎1 =

2

5
−2

3
𝑎0 +

14

15
 𝑎2 = 0

        ⇔   {

𝑎0 = 0

 𝑎1 =
3

5

 𝑎2 = 0

             (𝟎𝟏𝒑𝒕) 

Donc p* est M.A.S.M.C Continue de la fonction 𝑓(𝑥) = 𝑥3 telle que : 

p*(𝑥) = 
3

5
𝑥.                         (𝟎. 𝟓𝟎𝒑𝒕) 


