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Exercice 1.

1. Soit u € 2'(R) une distribution sur R. Quelle est la caractérisation de supp u, le support de u?
Soit ¢ € Z(R) telle que supp u Nsupp ¢ = @. Prouver que < u, ¢ >=0.

2. Soitu € Z'(R) telle que supp u = {0}. Soit € Z(R) telle que pour tout x € R
1
0<y(x) <1, (p(x) =1 si |x| < 5) et (Pp(x)=0 si [|x]>1).
Posons pour tout x € Retn € IN* : ,(x) = (nx). Déterminer les propriétés de la fonction ¢;,.
Prouver que pour tout ¢ € Z(RR) et pour tout n € IN*, on a
<u,@>=<u,QiP, >.

En déduire qu’il existe m € IN et C > 0 tels que pour tout ¢ € Z(R) et pour tout n € IN*, on a

d
(1) |[<u 9> <C max (sup|(-)"(@4n)(x)]) = Cpr, m(g-n).

<k<m

ott Ky, := [—1, 1] pour tout n € N*

n’n

3. On considére maintenant une fonction ¢ € Z(RR) vérifiant 'hypothese (H) suivante :
9(0) = ¢/(0) = ¢"(0) = --- = ™ (0) = 0. (H)

(1) Soit! € IN tel que 0 <[ < m. En appliquant la formule de Taylor a la fonction Ay = ¢ aupoint x = 0
q pphq y i ?=9 p

: N1 1
jusqu’al’ordre m + 1 — I, prouver que pour tout x € R tel que |x| < - ona

©) 9 ()] < iy (sup |11 () (1))

(2) Enappliquant la formule de Leibniz dans l’expression (1), prouver que pour toutk € IN, tel que 0 < k < m,
il existe une constant Cy > 0, telle que pour tout n € IN*
d Cr
sup | () (@) (0] < = picym (9) Pk ().

[x[<1

(3) En déduire que si ¢ € Z(R) vérifie 'hypothese (H) alors < u, ¢ >=0
4. Pour toutk € N et x € R posons M (x) = xX. Soit ¢ € 2(R).

(1) En appliquant la formule de Taylor a la fonction ¢ au point x = 0 jusqu’a 'ordre m + 1, prouver que la
fonction

m
My
§=9-) 590,
k=0
vérifie 'hypothese (H). Prouver également que la fonction ¢.g vérifie aussi ’hypothese (H).
(2) En déduire que
m
1
Sup>=<upg>+Y 5 <u My > ¢ (0).
k=0 ""
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(8) Prouver que

u= f a6 (7' (R)),
k=0

—_1)k
ou ap = ( k'> <uMpyp> € Cet s désigne la dérivées (au sens des distributions ) d’ordre k de la

distribution de Dirac J en 0.

1. Soitu € 2'(R) . Soit V une partie ouverte de R. On rappelle que la distribution u s’annule sur V si pour toute
fonction ¢ € Z(R) telle que supp ¢ C V, on ait < u, ¢ >= 0. Le support de u est la partie complémentaire de
I'ouvert d’annulation de u, qui est le plus grand ouvert de R ot1 la distribution u s’annule . Le support de u est
donc une partie fermée de R caractérisée par

x¢suppu <& IVeV(x) Ve Z2(R) suppucCV <u,¢>=0,
x€e€suppu & VVe¥(x) e P(R) suppucCV <u,¢>#0.

Soit ¢ € Z(R) telle que supp u Nsupp ¢ = @. Posons V = (suppu)® . La partie V est donc l'ouvert d’an-
nulation de la distribution u. La distribution # s’annule sur V. Donc, comme supp ¢ C V, par définition
<u,o>=0.
2. (1) Pour tout n € IN¥, la fonction ¢, = 0,9 est une fonction de classe ¥ dans R. En outre, supp ¢, =
Lsuppy c 1B(0,1) = B(0,1) = [-1,1] = K,, donc ¢, € Z(R). On a en plus
. 1 . 1
(4) 0<ygu(x) <1, (pulx) =1 si [x[ <) et (pa(x) =0 si [x[>—).

(2) Soitu € Z(R) tell que suppu = {0} et soit ¢ € Z(R). Pour tout n € IN* écrivons ¢ = ¢.¢, + ¢@.(1 — ¢,).
Les deux fonctions ¢.1p,, et ¢.(1 —1).¢ sont dans Z(R) puisque supp(¢.¢,) C supp ¢ etsupp(¢.(1— ) C
supp ¢. Par linéarité de la distribution u on a

<, >=<u, Py, >+ <u,¢.(1—9,) >.
Observons que ¢.(1 — ;) € Z(R) et supp ¢.(1 — ) C supp ¢ Nsupp(1 — ¢,) C supp(1 — ).
Observons également que pour tout x €] — 5, 7-[ona 1l —,(x) = 0, et que 0 €] — 5, 5-[, donc 0 ¢
supp(1l — ¢,), on en déduit que 0 ¢ supp ¢.(1 — y,).
Cela entraine que supp u N supp ¢.(1 — supp ¥,) = {0} Nsupp ¢.(1 — supp ¢) = @. et par la question 1.
on en déduit que < u, ¢.(1 —¢,) >= 0etque pour toutn € N*ona < u, ¢ >=< u@.jp, >.
Pour ¢ € Z(R) quelconque, on a que pour tout n > 1 supp(¢y,) C supp ¢, C K, C K3 = [—1,+1]. Par
la continuité de la distribution u au sens de la topologie de Z(R), on sait en considérant le compact K1 qu'’il
existe m € IN (dépendant de K;) et C > 0 (dépendant de K;) mais indépendants de n tels que si ¢ € Z(R)
alors pour tout n > 1 la fonction ¢, est telle que supp(¢y,) C Kj et donc

|[<u, @ >|=|<u,¢9pn >| < Cprym(@-Pn).
Or, pour tout k € IN on sait que supp(¢.¢,,) %) C supp(¢.¢,) C Ky, et comme

1 1
Ky =[-1,41] = {x € R: |x| §E}U{x€IR: o< lx| <1},

alors pour tout x € Ky tel que 1 < |x| <1,0na (@.p,) R (x) = 0.

La borne supérieure sup |(¢.1,) ) (x)| est atteinte uniquement dans K, donc
xeKy

sup |(¢.4a) ™ (x)] = sup|(@-pu) ¥ (x)],

xeKy x€Ky

On en déduit que pg, m(@-Pn) = Prym(@-Pn)-
3. On considére maintenant une fonction ¢ € Z(R) vérifiant '’hypothese (H) suivante : V k € N 0 < k <
®)(0) =
m  @"(0) =0.

(1) Soit0 < I < m. Ecrivons la formule de Taylor pour la fonction ¢; := ¢!). au point x = 0 a 'ordre m +1 — [

pour x € Kj; :
m—1 ,.p m+1-—1 1
0] _ — L (p) 0 X 1— )™ (m+1-1) tx)dt
5 o) = i) = X ol O+ Ly fy 1= ()
¥ _"Hﬂ (l+p)(0)+xm+ll/1(1_t)m (=14 () gt
N ¢ (m—=D"Jo ¢ *



(6)

o]

Or pour tout p € {0,---,m — 1} nous avons 0 < [ < [+ p < m, et dong, en vertu de I'hypothese (H),
@*P)(0) = 0. En revenant a I'expression (5) la somme du terme de droite s’annule et on obtient pour
x €Ky

(P(l) (x) — LH /1 (1 _ t)m(P(M-‘rl)(tx)dt
(m—D"Jo
Comme la fonction ¢("+1) est continue et bornée sur le compact K, = [—%, —1—%], pour tout t € [0,1] et

x € Ky nous avons |£x| < |x| < 1 < 1alors [0 (tx)] < sup 9" (y)] < suple” 1 (1)] < piy (@),

]/GKn yGKl
et

|x‘m+1fl 1

9V ()| < Tt [ (=07l (tx)|dt < — g (-, (1—f) dt) sup l¢" 1 (y)| < — P (9).
(m—=0"Jo n (m—0!Jo n

@

(@)™

®)

yeKy
Soit k € {0,---,m} et x € K,. En appliquant la regle de Leibniz a la fonction (@.92)%) en x on a
k
()P (x) = ¥ C,l(gp(l)(x)gb,(ik*l)(x). Or, les dérivées d’ordre | de la fonction ¢, en x sont de la forme
1=0

,(11) x) = nlp") (nx , et sachant que su C Kj,onapourx € K,;, nx € Ky et
P Y q ppy p

o™ ) = T * D )] < 0 suplp® D (y)] < max (suplp® (y)]) = 1 pi, (y),
}/EK] 0<k< EKl

k
et en utilisant 'estimation (6) appliquée a (7), en posant C; = ) Ci > 0, on obtient que pour tout x € K,
=0

et0<k<m

k=1 1 k C
x)| < ch i PR+ (9)Prm () < Z — ) Pk (@) Py m ($) < glpkl,mﬂ(qv)r’m,m(lli)-

Cette quantité est bornée uniformémenten x € K, etenk € {0,1,--- ,m}.
En prenant la borne supérieure sur tout les x € K, et tout les k € IN* tels que 0 < k < m, on voit que pour
tout n € IN*

C
P (9-9n) = max (sup |(@9) N (0)]) < = pi i (9) P ()-

0<k<m * yek,

En résumé, on a montré que si une fonction ¢ € Z(R) vérifie I'hypotheése (H), en appliquant 'inégalité de
continuité de la distribution u, on a pour toutn € IN* :

C
<9 >| =<, 90 >| < Cpry (@) = Cprm(@¥n) < C—picy a1 (9)Prym (§)-

Le terme de droite de I'inégalité est le terme général d"une suite numérique positive qui tend vers 0 lorsque
n — +o9, le terme de droite est par contre indépendant de n. Par passage la la limite lorsque n — o0 on
déduit que |< u, ¢ >| = 0 et donc que < u, ¢ >=0.

4. Pour toutk € N et x € R posons M (x) = xk. Remarquons d’abord que My(0) = 1 mais M;(0) = 0sik € IN*.
Soit ¢ € Z(R).

M

En appliquant la formule de Taylor a la fonction ¢ au point x = 0 jusqu’a l'ordre m + 1, on a pour tout

x e€R
m .k m+1

p(x) = Y 7oV () +=
k=0 "*

/(;1(1 — )" (£x)dt.

m!

Posons x(x) = / (1 — )"\ (tx)dt. Cette fonction est de classe ¥ dans R puisque ¢ € Z(R). On a

donc pour tout x € RR,

Prouvons que g vérifie I'hypothese (H). Soit k € IN* tel que 0 < k < m. En utilisant la régle de Leibniz
pour la dérivée k*™¢ du produit de deux fonctions en x € R, on a

g = — ch K (),



En calculant la dérivée 1°™e de la fonction M,,41 enx, pour 0 <[ <k < m, on obtient par récurrence
M1 (x) = 20, Ml (x) = (m+ D", MU () = (m+ 1) (m)(m +1-2) - (m+1— 1+ 1)a" 1L

Pourtout0 <! <k <monam+1-1> 1,alorsM7(1?H(0) =m+1)(m(m+1-2)---(m+1-1+

1)0"+1=1 = 0. On en déduit que que dans l'expression de g(¥) (0), pour 0 < k < m

1 ! _
800 = 7 L My 01 (0) =0,
c’est a dire que la fonction g vérifie I'hypothese (H).
De méme comme 1(0) = 1 on a aussi (g)(0) = ¢(0)g(0) = 0etpour1l < k < m
k
(pg)®(0) = ¥ C,l(g(” (0)p*=D(0) = 0, ’est a dire que la fonction g vérifie I'hypothese (H).
k=0
(2) Soit ¢ € Z(R). En appliquant la question 1.(2) avecn = 1,onavuque < u,$ >=< u, p1¢ >=< u, PP >.
m m
1
Mais on peut écrire P = (g + ’;) %Mk.gb(k) 0)) = pg+ I;) HMklp.cp(k) (0). Remarquons que les fonc-
tions g et 1. My sont dans Z(IR) et donc par linéarité de u,

- 1 K 2 ¢®)(0)
<up>=<upp>=<uyg>+) 5 < u, Mipp® (0) >=< u,pg > + ) o < M >
k=0 < ar RS

Comme la fonction g vérifie 'hypothese (H), d’apres la question 3.(3) on a vu que < u, g >= 0 et donc

que
m (k) (0
<u,<p>:2¢ '()<u,Mk1p>.
= K
(1) . . e
Posons a; = 0 < u, My >€ C, pour tout k € N*, 0 < k < m . la suite (ay)o<k< est bien définie

m
dans C puisque My € Z(R). On a alors < u, ¢ >= Z ak(—l)kcp(k) (0). En considérant 4, la distribution
k=0

de Dirac en 0 sur R définie par < 6, ¢ >= ¢(0) et utilisant la dérivée k*™¢ de la distribution §, on sait que
<6®,p >= (—1)F < 6,¢® >= (=1)kp")(0),
alors pour tout ¢ € Z(R)

<up>=Y ap<s®,¢p>=<y a6®,¢ >,
k=0 k=0

ce qui signifie que si u € 2'(R) est telle que suppu = {0}, alors il existe m € IN et une suite finie
m

(ak)nggm ccC telle que u= Z aké‘(k) (@/(R))
k=0
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