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Analyse de Fourier et Espaces de Sobolev. Durée : 2h 30 Chargé de la matiére : Ahmed Z. Mokrane

EXAMEN FINAL

Exercice 1. 1. Soit f,g € L*(RY). Prouver en justifiant rigoureusement vos calculs que

i L, FOa00 = o5 [ @

2. Soit g € L (RY), p € #(RY) et A > 0. Prouver que
1 d 1 .. 1 T
(2m)4/2 /Rd 9T P(AE)dE = @) /Rd v(3)g(@)dz = (@) /Rd 9(3)¢(@)dz.

3. En passant a la limite lorsque A — 400, montrer en justifiant rigoureusement vos calculs que

0 . 0 .
(;;()d)/z /Rd o(z)dx = (Qir()d)ﬁ /Rd g(x)dz.

|2 1
4. En utilisant la fonction ¢ définie par p(z) = e*%, prouver que g(0) = @n)i /Rd g(x)dx.

5. Soit x € R%. En écrivant g(z) = (7_,9)(0), ot 7_, désigne I'opérateur de translation au point —z, prouver que
_ 1 i<x,E>
g(z) = W /Rd € g(x)dz.

CORRIGE DE L’EXAMEN FINAL
Corrigé de ’exercice 1. (8points). 1. Soit f,g € L*(R%). On sait que f,§ € €°(R%) N L>®(RY)
1 A 1 1 )
de = —i<z,£> d dE.
(27T)d/2 Rd f(g)g(g) f (271-)(1/2 /]Rd ((27T)d/2 /l\gd € f(x) l‘)g(g) g

Nous allons utiliser le Théoréme de Fubini :Justification : Comme on a f,g € L'(R?), et que |e~<*¢>| =1, en
considérant les modules des fonctions nous avons

/(/ | (@2)|d2)|9(E)|dE = | fllLr ) llgll 1 ey < oo
Rd JRd

Donc on peut intervertir ’ordre de l'intégration

W [ Fea(eae = (le)d/g /R N (Z;)dm /R d e—i<fvf>g(fs>df)f(x)dx=W [ @i

1

2. Soit g € . (RY), p € .#(R?) et A > 0. Notons oy—1 'opérateur de dilatation d’ordre 3 défini pour = € R? par

ox-19(z) = @(%). Comme oy-1¢0 € L (R?) et g € L (R?), alors § € .7(R?). En appliquant le résultat de la

premiére question au produit oy-1p.g € #(R?), on obtient

1 . 1
W /Rd or-19(@)g(x)de = W /Rd F(or-19)(z)g(z)dz.

Considérons la transformation S: R? — R? définie pour tout y € R? par S(y) = A.y. S est une bijection dans
R? d’inverse S7': z— S7H(x) = £. S et S sont de classe ¢ dans R? . S est donc un diffféomorphisme dans
R? de classe € et pour tout y € R? nous avons

A0 ...0
Jo) —det |0 A O Zaisg
0 0 A

Soit ¢ € R?. Evaluons .%(0y-19)(¢) en utilisant le théoréme du changement de variables relativement a la
transformation S :

Forr9)(€) = !

IE /Rd e (A ) de = @n)i /Rd e SSWEZ o (AT1S(y)) | s ()| dy

—i 1 i ' X
:(27r)d/2 /Rd e </\.y7£><,0(y))\ddy = W /Rd e~ i<y 5>ga(y)>\ddy _ )\dgo()\f).

1



Par conséquent
1

G e = o [ aneoes

De méme, en utilisant la transformation S~—! dans la deuxiéme intégrale et sachant que pour tout € R% on a
Js-1(x) = A7, on obtient par le Théoréme du changement de variable relativement & la transformation S~! :

oy L AONE00E = s [ (ST @IS @) s @l = i [ (e

. Nous avons montré que pour tout A > 0, pour tout g, ¢ € .7 (R?), 'égalité

1 T . 1 T,
(277)‘1/2/]1@ @(X)g(x)da: = W/]Rd Q(X)@(x)dﬂf,

Les fonctions g, $ sont dans .#(R%), en particulier nous avons pour tout € RY :

A—+oo

d
|¢<A.x>—¢<o>|<§;x|/o|§i< D)t < () T O,

A— 400

d 1
1 1 dg t 1
—.x)— <= — dt < —
o(52) —9(0)] < 5 j§_1:x|/0 S (5ol < () s
Considérons les suites (fa)aso et (ha)aso définies par

h@) =e(Di@)  ha@) = g()p@),
Nous pouvons vérifier que

(1) Pour tout A > 0, fr = oy-190.9 € S (RY € L'(RY) comme produit de deux fonctions de .7 (R?) puisque
orp € L(RY) et g € .S (RY), done § € .7 (R?) lopérateur de Fourier .# étant continu de .7 (R?) dans
Z(R%). De méme, hy = oy-19.¢ € (R? C L (R?), pour les mémes raisons.

(2) Pour tout x € R? nous avons lim fy(z) = p(0)g(x) et lim hy(z) = H(z)g(0).
A——4o0 A—~4o0

(3) Comme les fonctions ¢ € & (R%) C L>(R?) alors pour tout y € R? nous avons |¢(y)| < [|¢|l 1 rae) = po(e),
donc Pour tout = € R? et pour tout A > 0, nous avons |p($)| < [|¢[|(ga). De méme, comme g € . (R)
alors [g(§)] < Hg”Loc(]Rd) = po(g). Posons M = maX{”(PHLoc(Rd) |9/l oo (ray }- On a alors pour tout A > 0 et
pour tout = € R?

|fa(@)] < M|g(z)] et |hx(z)] < M|@(z)|
On en déduit que les suites (|fx])x>0 et (Jhx|)a>0 sont dominées par les fonctions positives et intégrables
M|g| € L*(RY) et M|p| € L*(R).
Les propriétés (1), (2) et (3) permettent d’appliquer le Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue aux
suites (fx)x>o0 et (hx)a>o, donc

lim_ [ fi(a)ds = /Rdgm)@( e tim [ @) - / d@(O)fl( o).

A— 400 A—~+o0

Comme nous avons prouvé que pour tout A > 0, d/2 / fia(x)dx = d/2 / x)dzx, par unicité de la

limite, nous obtenons

0 . 1 . 1 . 0 .
s | ptas = o [ a0e(ede = s [ e@atete = 20 [t

. Le résultat obtenu dans la question 3. est vrai pour toute fonction ¢ € .#(R?). Considérons la fonction particu-
=2
lire ¢ définie pour tout = € R par o(z) = e qui est la fonction Gaussienne étudiée en cours. On sait que

o € S (RY), que ¢ = p et que p(x)dxr = @(0) = ¢(0) = 1. Par conséquent, on a montré que

1
(27)d/2

1 1 . 0 . 1 N
90 = 90) iz [ etadde =90 G [ et = 2505 [ aterte = s [t

. Soit # € R%. En utilisant 'opérateur de translation 7_, appliqué & la fonction g au point (—z) défini pour tout
y € RY par 7_,9(y) = g(y — (—x)), on sait que si g € (R?) alors 7_,g € .7 (R?) et que en particulier pour
y = 0, nous avons 7_,g(0) = g(z). En appliquant le résultat de la question 4. & la fonction 7_,g € . (R?), on a
montré que

1

g(x) = 7_,9(0) = @) Jp F(T_29)(&)dE.



Or, on a, pour ¢ € R%, en utilisant I'invariance par translation de la mesure de Lebesgue :
1 , 1 .
F (T _ —i<y,§> . dy = / —i<y,§> dy =
(T-29)(&) CLE /Rd e (T—29)(y)dy @ Jo e gy + z)dy

1 —i<y—x 1 i<z —i i<z A
(2m)d/2 /Rd T gy = (2m) /2 /Rd eISTEZ e TISUEZ g (y)dy = €< §(€).

On conclut donc que
1 i<w,E>
= R dg.
o) = Gy [, €<t
O
Ezercice 2. 1. Soit v € L2(R) et & > 0 tels que (1 + |£[2)3+<6 € L2(R). Prouver que & € L'(R). En déduire que v

définit une fonction continue et bornée dans R.
2. Soit ¢ € R. On considére une fonction f € L2(R), f > 0 telle que (1 +|£[2)~5 f ¢ L'(R). On pose
u=FH(A+1E) 7)., (S ®R),
ou % désigne lopérateur de Fourier au sens des distributions tempérées.
2.1 Prouver que u € L*(R) et (1+ |¢]>)Y40 € L2(R).
2.2 Deéfinissons la suite (I,,),en comme suit :
_ (n)?

In:/u(x)ne 2 dx.
R

(2.2.1)) En utilisant les propriétés de la fonction Gaussienne 6 étudiée en cours et les propriétés de 'opérateur
de Fourier %, prouver que pour tout n € N

2
I= [ alge e
R
(2.2.ii) En utilisant le lemme de Fatou, prouver que lim I, = +ooc.
n—oo
3. En déduire par ’absurde que u ne peut pas définir une fonction bornée.
Corrigé de I’Exercice 2.(12 points ). 1. Soit v € L%(R). On sait qu’il existe v* € L?(R) tel que #(T,,) = T« (7' (R))

et [|[v*]|L2r) = ||v||L2(r)- On a posé alors © = v* transformée de Fourier de la fonction v dans L*(R). Soit € > 0.

Supposons que la fonction h: € — h(€) = (1 + [€]2)3t<6 € L2(R). Prouvons que © € L'(R). Pour presque tout

¢ € R, on peut écrire
1 1
5(€) = (1 2yatep(e) —— . R(E). )
0(8) = (L +[E[)*70(8) T 03 (€)-9(8)

o g(§) == W > 0. La fonction g € L*(R). En effet, on écrit g2 (&) = g%(£)1¢1<13(§)+9%(§)Lj¢1>13 ().
ion - _ _ Loz (©) s I : . :
La fonction g1 : £+ g1(€) = g°(€)1qj¢1<13(§) = W appartient & L'(R) car c’est une fonction continue
< n Thee
sur le compact B(0,1) = {¢: ]¢] < 1}.
Ljg21) (6)

La fonction go: £ — g2(§) = g2(§)1{|§|21}(§) = appartient & L'(R) car pour |¢| > 1 nous avons

(L+1gP)E>

1
0<g2(8) < [ or la fonction & — € L'({|¢| > 1}) si et seulement si 1 + 4¢ > 1, ce qui est vrai

l€[r+ae
pour tout € > 0.

Par conséquent g% = g1 + g2 € L*(R), donc g € L?(R). D’aprés I'inégalité de Cauchy- Schwarz, ¢ est dans L!(R)
comme produit de deux fonctions de L2(R) : la fonction h := (1 + |£[2)3+0 et la fonction g.

Prouvons alors que v définit une fonction continue et bornée dans R. Comme © € L'(R), on a vu que .Z (9) €
€ (RY) N L>®(R). Posons w = Z.F (0) € €(R?) N L>=(R). 1l sagit de prouver que v =w p.p dans R. Il suffit de
prouver que au sens des distributions, on ait T, =T, (Z2'(R)). OnavuqueT; = Z(T,) (&' (R)).Comme ¥ €
LY(R), on sait aussi que Z(T;) = Tzp) (' (R)). Donc Ty = Tz o) = #F (1) = ZF (F(T,)) (S'(R)).
Comme l'opérateur .# est un isomorphisme dans .#/(R), et que Z.F = F !, alors Z.F (F) = Id o). par
conséquent T,, =T, ('(R)). La fonction v est bien définie par une fonction continue et bornée dans R.

2. Soit donnée une fonction f € L2(R), f > 0 telle que (1+]£[2)~7 f ¢ L'(R). Posons u = .7 ! ((1+|§|2)_%f), (<" (R)),
par Disomorphisme .% dans .%/(R), on a Z(u) = i = (1+|¢[2)~31f (Z'(R)).
(1) Comme la fonction & — (14 |€]2)~2 est bornée par la constante égale a 1, nous avons

2y—1 £12 _ |f(§)|2 2 76 2
(160 Tny = [ e < [ 1@ = 1o,



ce qui signifie que @ € L? et ||@]|r2) < | fll2r)- Par le Théoreme de Plancherel .Z(4) € L*(R) et
.7 (@) || L2y = 18]l L2r) < [1f]|L2(r)- Par le méme raisonnement que ci-dessus, on sait qu’il existe v** € L?(R)
tel que

Tyer = FTy = j(jTu) =%, = T, (yI(R))
ce qui implique que v** = Zu  p.p dans R, donc u = Zv** € L?(R).
Pour tout s € R, les polynémes £ — (1 + |£|?)® appartiennent a I'espace des multiplicateurs Oy, (R). En

particulier pour s = 1, la distribution (1 + |€]2)ia € ."(R) et on a pour tout ¢ € .7 (R),

<@UHIER) i, >=< a0, (L4 [P e >=< L+ [E) 1L A+ ) e >=< fro >,
cest a dire que (1+ D) Ta=f (&' (R)). Comme f € L%(R), ceci implique que (1 + [£|2)7d € L2(R).

22

(2) Pour tout n € N* et 2 € R, posons (z) = e~"=. On a vu en cours que que § € .(R) et que § = 6. Par

nr 2 ~
conséquent ne="5- = nf(nz) = nf(nx). Or, on peut vérifier par un changement de variable y — g que
n

~ n 1

() = iy [ N0 = s [0y = F(o,0)(@)

ot 01 (0)(.) = 6(=). D’apres le propriétés de I'opérateur de Fourier, nous avons vu en cours que pour tout
n n
n € N*

(nz)2

I - /R w(@)ne 5 dy — /R u(@)F (01.0)(x)dz = /R () 1 0(x)dz,

n

§2

ce qui implique que I,, = / a(€)e” 22 dE.
R

(3) Pour presque tout £ € R, posons f,,(§) = a(&)e” 37 . La suite (fn)n est une suite de fonctions positives dans
LY(R), puisque @& € L? et 016 € .(R). En outre par passage a la limite, nous avons lil}rl fn(8) =u() =
n n—r+00

(14 |£2)~7 f(€). Par application du lemme de Fatou pour les fonctions mesurables positives, on a

hmlnf/fn d§>/hm1nffn &)de = / £)d¢ = / 1+1€?) ( )dE,

or, par hypothése, f est positive et (1 + |€]2)~3 f ¢ L*(R). Il s’en suit que /(1 + [€]2) 7T f(£)dE = +o0.
R
Par conséquent hginfl = hm 1nf fn(ﬁ)df = +00, c’est & dire que gr_irrl I, = +o0.

3. Supposons que la fonction |u| soit bornee. Alors il existe M > 0 tel que pour p.p tout = € R on ait |u(z)| < M.
Alors pour tout n € N* on a dans 'expression de I,, qui est une suite de nombres réels positifs :

I, < /\u(x)|n9(nx)dx < M/ né(nz)dx
R R
1
En faisant le changement de variable approprié y — g ayant un Jacobien égal a—, on a pour tout n € N*
n n

I, < M/ 0(y)dy = M~/ 2.
R

La suite (1), est donc bornée dans Ry. On peut alors en extraire une sous suite (I, )ren+ convergente vers
un nombre [ € R, ce qui une contradiction puisque lirf I, = +oo. La fonction u ne peut pas définir une
n—-4+0oo

fonction bornée.
O

EPREUVE DE CONTROLE CONTINU

Exzercice 3. 1. Soit f € €1 (R). Supposons qu'il existe R > 0 tel que supp f C {z € R: |z| < R}. Prouver que pour
tout € € R on a Z(f')(€) = i€/ (€).

En déduire que si on pose C' = || f'||L1(r), alors pour tout £ € R tel que [£] > 1, alors
5 (2m)~42C
|FE < —m—
€l
2. Soit f € LY(R) N €*(R) telle que f' € L*(R).
Soit x € Z(R) telle que x(z) = 0 pour |z| > 1 et x(z) = 1 pour |z| < } et vérifiant pour tout z € R: 0 <

Xx(x) < 1. Posons pour tout © € Ret n € N* : f,(x) = X(%)f(l‘)



2

(1) Prouver que la suite (f,),>1) converge vers la fonction f au sens de la topologie de L'(R). En déduire que
la suite ( fn)nZl converge uniformément vers la fonction f dans R.

(2) Prouver que la suite (f},),>1) converge vers la fonction f’ au sens de la topologie de L*(R).
(3) En déduire que pour tout £ € R on a .Z(f')(€) = if f(€).

3. Soit f € L*(R). Prouver que lim |f(£)| = 0.
|§]—=+o00

Corrigé de l’épreuve de Controle Continu. 1. Soit f € €' (R). Supposons qu'’il existe R > 0 tel que supp f C {z €
R: |2| < R}. La fonction f est dans L!(R) puisqu’elle est continue et & support contenu dans I'intervalle compact
[~ R, +R]. De méme la fonction f’ € L*(R). En effet, comme f est de classe ¢! dans R, la fonction f’ est continue
dans R et supp f' C supp f C [-R, R].
Comme f' € L'(R), sa transformée de Fourier est bien définie dans €2(R) := €°(R) N L>=(R). Soit ¢ € R.
Evaluons .Z (f'(¢) : Comme supp f' C [—R, R], alors pour tout = € R tel que |z| > R, nous avons f'(x) = 0.
Alors

R
PN = oy LS @e = g [ e e = o [ e

Comme les fonctions x — e~%*¢ et f sont dérivable dans [— R, R], nous pouvons faire une intégration par parties :
PN = e [ P e = e @l b [ e @
S em2 ) g ICORE =mn @2m)1/2 ) g '
Comme supp f C [-R, R] alors f(—R) = f(R) =0 et on obtient
. R .
S —iz€ S —iz€ s e
FUNE = G [ (€ @n = iy [ e ey = €2 (1)(0) = i€ ©).
En outre, la continuité de Popérateur .# de L'(R) dans %2(R) implique que
17 ('l (R) < (2m)2 [ f'l| L2 ().

ot, sachant que f’ est continue dans R,

17 (f'l| o= (=) = sup|-Z (f') (&),
£ER

Par conséquent pour tout £ € R on a

€1f ()] = lief(©)] = [Z(F)©)] < @m)2||f | 1wy = (27)2C,
d’ott pour |£| > 1 on déduit que

R (2m)=C
(&) < G

2. Soit x € Z(R) telle que x(x) = 0 pour |z| > 1 et x(z) = 1 pour |z| < 3 et vérifiant pour tout z € R: 0 <
x(z) < 1.
Définissons pour n € N* la fonction x,, définie par x,(z) = X(E) pour x € R. La fonction y, € €(R)
n

comme composée de fonctions de classe ¥°°. Remarquons aussi que pour tout x € R tel que |z| > n nous avons
Xn(x) = x(=) =0, donc supp x,, C [—n,n]. Ceci implique que x,, € Z(R).
n
Remarquons en vertu des propriétés de y que pour tout z € Ret n € N*, on a0 < (1—x(—)) <1 et que comme
n

x
X est une fonction continue dans R, alors lim x(—) = x(0) = 1.
n—-+oo n

Posons pour tout x € Ret n € N* : f,(x) = X(E)f(m) Pour tout n € N* la fonction f,, € 43 (R) puisque elle
n

est de classe ' dans R comme produit de deux fonctions de classe €' : la fonction f et la fonction x,,. En
outre nous avons supp f, C supp f Nsupp x» C supp x» C [—n,n].
Soit n € N*. Comme f et f, sont dans Pespace L'(R), évaluons ||f — fullr1(r)

Hf—anLl(R):/R|ﬂ e |—/|1— 17 (@)lde,

Posons pour tout z € R : g,(x) = |(1 — x(£)||f(a:)| La suite de fonctions (g, ),>1 est une suite de fonctions
" >

positives dans L(R) vérifiant :

(1) Pour tout z € R lim g, (z) = lim (1 — x(

n—-+oo n—-+4oo

38

)If ()] =

(2) Pour tout z € R, pour tout n € N* g,,(z) < |f(z)| ou |f| € L}(R).

—



La suite de fonctions (g,)n>1 converge simplement vers la fonction 0 et est dominée par une fonction intégrable.
D’aprés le Théoréme de la convergence dominée

Jm I = fulle = Jim [ gu(a)de =0,

c’est & dire que la suite de fonctions (f,,),>1 converge vers la fonction f au sens de la topologie de L'(R).
D’aprés le Théoréme de Continuité de Popérateur de Fourier .# de L'(R) vers 4 (R) nous avons pour tout
neN*: )

1Z(f = fadllLe® < 2m)2(1f = fallor@®)-

Comme Z (f — f) = f — fn est une fonction continue et bornée dans R, alors
”f - fn||L°°(]R) = sup\f(f) - fn(£)|a
£eER

finalement,

lim _(suplf() — fa(©)l) < 2m)F T |If — fulla) =0,
n—+oo €€ER n—+oo

dott lim (sup|f(€) — fu(€)]) =0 ce qui signifie
£ER

n—-+o0o

Ve>0, 3ng(e) eEN* Vn>1, ¥EeR:, (n>ny = |f(s>—fn<£>|ézggﬂ@—fm(s)lm).

que la suite de fonctions (f,),>1 converge uniformément vers la fonction f dans R.

3. Pour tout n € N* et x € R, nous avons en dérivant ’expression de f,, :
1,z x
! e N TN £
Jae) = X (5)f(2) + X f (@)
Comme f et f’ sont dans L'(R) et comme y € Z(R) et X' € Z(R), alors f/, est intégrable dans R en tant que
somme d’un produit d’une fonction intégrable dans R avec une fonction bornée dans R.

Soit n € N*. Comme f” et f; sont dans 'espace L*(R), évaluons || f" — f/ |1 () :
T 1 T
1 = Folo ey = / (@) — f(@)]dz < / (1= x(E)\f (@) da + / L ENf@)da.
R R n R n n

. x
Comme dans la question 2. nous avons vu que pour tout z € Ret n € N*;ona 0 < (1—x(—)) <1 et que comme
n
z
x est une fonction continue dans R, alors lir}rl x(=) = x(0) = 1. En outre, comme la fonction y' € Z(R), alors
n——+o0 n

pour tout y € R, nous avons |x'(y)| < [[X/|| £ (r)-
z 1
Posons hn(z) = (1 = x()If ()] et kn(z) = —IX'(C)I1f(2)].

x
n
T 1 T
1) P R L = 1 1— x(— ! = li = 1 (= =
( ) our tout z € n—l>r-&I-1<>o hn(w) n—l>r-41-100( X(n))lf (x)l 0 et 7L—1>I-&1:loo kn(l‘) n—1>r—ir-loo nX (n)|f(x)‘
0. (0)] £ ()] = 0.

(2) Pour tout x € R, pour tout n € N* h,,(z) < |f'(z)| ou |f’| € L*(R).
(3) Pour tout x € R, pour tout n € N* k() < ||X'| )| f(x)] ou | f| € L*(R).

Les suites de fonctions (hy)n>1 et (kn)n>1 convergent simplement vers la fonction nulle 0 et sont dominées par
deux fonctions intégrables dans R. D’apreés le Théoréme de la convergence dominée

lim [ hp(z)dz =0 et lim [ k,(x)dz=0.

Il s’en suit que
lim ||f" = fillor@) < lim /hn(x)dx—i— lim [ kp(z)dz =0,
n— oo n—oo R

n—oo R

c’est & dire que la suite de fonctions (f},),>1 converge vers la fonction f’ au sens de la topologie de L' (R).
1
O
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