Corrigé type de ’examen final

Exercice 1
1- I’EDP est linéaire, d’ordre 2 , non homogéne et c’est une équation sta-

tionnaire

2- OnaA =2 B=—4et(C =2donc A =B%2-4AC =16 - 16 =
I (0,5)

LEDP est de type parabolique.................... (0,5)

3- On a

dy B -4
de 24 4
Par séparation des variables on obtient:

—dy =dr & —y = x + ¢ implique ¢ = —x — y.

Doncé (z,y) = —T—Y ceeevrenen. (0, 25) on peut choisir 7 (£, y) = & ccveevvenene (0,25)
a condition que |J| # 0, en effet on a:
€, 13 -1 -1
J=|° v | = =1 # O, 0,5
e e e

Donc ce changement de coordonnées est inversible.
Cherchons maintenant la forme canonique & cette EDP

On a (¢,, =0, §2y = 0,8, =0,1m,, =0,1m,,=0,n,, = 0,) coeerreenen (1)on
obtient alors

Ugz = Uge — 2Ugy T Uppeeeeereeainennn (0,5)

Uqygy == UL rvrnrnrnnananeninnananiiinins (07 5)

Ugy = Ugg — Ugpevrernenennnniinnnnnnnns (07 5)

En susttituant dans L’EDP 2u,, — 4uzy + 2Uyy = xy? on trouve:

2 (uge — 2ugy + Upy) — 4 (uge — ugy) +2uge = ry? < Quge — Augy + 2y — duge + dugy + 2uge = zy?

otxz=nety=—-n—¢
Exercice 2

b(x)Vu(z) + C(x)u(z) = 0,
ou b(z) = (-1 x2) et C(z) = —loooiennn (0,5)
Soit s un parametre positif, z1(s) et z2(s) les courbes paramétrisées, Z(s) =
u(z(s)) et P(s) = Vu(z(s)) les fonctions caractéristiques. Dans ce cas le systéme
d’EDO & résoudre est le suivant:



on trouve:
x1(s) = 21(0) — s.... (0,25) ,les courbes sont des droites..... (0,25)
22(8) = x2(0)e®... (0,25) ,les courbes sont fonctions exponentielles.... (0, 25)

Z(s) = Z(0)e* .....(0,25)

D’apres les conditions aux bords on a:

Z(0) = 222(0) =229 .. (0,25) et x1(0) = 0...(0,25) d’ou

Z(s) = 2xp€®..... (0,25)

On fixe un point (x1,x2) de et on cherche zy et s de R tq 1 = x1(s) et
xo = x2(9)

Comme z1(0) = 0 alors s = —z1.... (0,5) et 9 = z2e~*..... (0,5) , par suite

Z(8) = 2x9e %e® = 2x9....... (0,25)

Donc la solution est u(z1,22) = 2z3.....(1)

Le domaine d’étude................. (0,5)

Exercice 3.

a) C’est I’équation de la corde vibrante................... (0,25)

b) Les conditions aux bord sont de type Newmann..................... (0,25)

2- Par la méthode de séparation des variables on pose:u(x,t) = 9(t)p(x)

donc uy — Uz = 0 & zb’(t)go(x) —¢()p (z) =0... (0,5) & 1/;#((;)) = "io((;g) =
—)2,.... (0,25)on obtient deux EDO une du 2¢me ordre:

’

@ (x) + A2p(x) = 0..... (0,25), Pautre du ler ordre: ﬁ;((tt)) A (0,25)

La solution de la premiére est p(z) = acos A\x + bsin Az...... (0,5)

D’apreés les conditions aux bords on a:

u(0,t) =0 9(0) =0« a=0..00,25et u(m,t) =0 < p(r) =0 &
bsin A\t = 0 < At = nm, n € N*.....(0,25), d’ou A\, = n, n € N*. Donc on
obtient une suite de solutions ¢, (z) = b, sin Apx......... (0,25)

Résoudre la 2éme EDO.

On a 9(t) = e " et comme A = n on pose P, (t) = cne Mt (0,25)

On trouve alors une suite de solutions:

"

Comme I'EDP est linéaire et homogene, d’aprés alors le principe de su-
perposition toutes combinaisons linéaires de ces solutions est aussi solution du
méme probléme et par passage a la limite (si elle existe quand n — o0) on
obtient:........... (0,75)

a partir des conditions initiales on a

u(x,0) =1 Y A,sin\yz = 1,......(0,25)

n=1



qui est la série de Fourier associée a la fonction f : x — f(z) = 1, et les
A,, sont les coefficients de Fourier de la série de Fourier associée a la fonction
fl)y =100 <z <7, oo (0,25) et on peut les calculer a partir de
I’intégrale suivante:

2 (7 21 T 2 2
A, = f/ sinnxdr = — { cosnx} = —J[cosnm — 1] = —[(-1)" = 1] ....... (0,5)
T Jo T |n o nm nm

Il vient alors que:

o
2
u(z,t) = ZE (=)™ —1] e M tsin Az, £>0et 0 < @ < Moveeeen. (0,5)
n=1

b) L’équation représente la difusion de la chaleur (ou I’équation de la chaleur)......................



