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CORRIGE TYPE D’EXAMEN FINAL
3EME ANNEE LICENCE

Solution d’exercice 1. (12points) Considérons le schéma suivant :

T
X1 = Xp +hf(ty+ah,x, +ahf(ty,x,)); out, =nheth= N (0.0.1)

- ”étude de la stabilité, la consistance et I’ordre du schéma (0.0.1).
Du schéma (0.0.1), on trouve ¢ (z,x,h) = f(t + ah,x+ahf(t,x)) 1point
1. La Stabilité. Rappelons que le schéma (0.0.1) est stable ssi ¢ est Lipschitzienne par rapport a x.1point
C-a-d il existe C > 0 indépendante de  telle que V(t,x, k), (¢,y,h) € [0, TIXR?X[0, o) on a

9 (2,,h) — ¢ (2,3, h)| < Clx—y]| (Ipoint)
En effet
|¢(t?x7h)_¢(t7y7h)| = |f(t+ahax+ahf(t?x))_f(t+ah7y+ahf(tvy))|
< Llx+ahf(t,x) = (y+ahf(t,y))| < Llx—y|+ahL|f(t,x) = f(t,)]
< (L+ahoL*)|x—y|
I point

Donc pour tout a € [0,1], il existe C = (L+ ahoL?) > 0 et indépendante de 4 telle que la fonction ¢ est Lip-
schitzienne.0.5 point

2. La consistance du schéma. Rappelons que le schéma est consistant ssi ¢ (¢,x,0) = f(z,x). 1point
Ona

¢(,x,0) = f(14+0,x+0) = f(z,x)
ce qui donne que le schéma est consistant au moins d’ordre 1.1point

3. Lordre du schéma. Pour déterminer I’ordre du schéma il faut calculer les dérivées partielles par rapport a / de
¢ au point (¢,x,0).En effet

oo (t,x,h) = ;hf(t +ah,x+ ahf(t,x))

= a(&,f(t—l—ah,x—i—ahf(t,x)) + ayf(t—i—ah,x—i—ahf(t,x))f(t,x))

1.5point
donc pour 2 =0, on trouve

O (1,x,0) = a(&tf(t,x) + 8yf(t,x).f(t,x)> —afD(1,x)

0.5 point
ce qui donne que le schéma est au moins d’ordre 2 ssi a = %lpoint.
On teste maintenant est ce que 1’ordre est exactement 2 ou plus grand ?
Roeh) = 2o (et tnrt Lnpey)
X = = —h,x+ = X
WA on? 2T T

= 305 (At+ ot JhAE0) + 2+ Shoxt ShE0)F )

1



En utilisant la regle des chaine et apres des calculs, on trouve

1 /092 02 2?
R0050) = 1 (5100 +25 L 10+ S L0 0,0)

1point
D’autre part,on a

1 1/0% 9* 9°
gf(z)(t,x) = g (Tt{(t’x) +2T8{6(l‘,)€) + Tx{(rax)fz(trx)) 7é ai%¢(t7x70)

I point
Donc le schéma est exactement d’ordre 2 pour a = %.O.Spoint

Solution d’exercice 2 8points Soit le schéma multipas suivant :

h N
Xpi2+ (b—1)x41 —bx, = 1 (0+3) fas2+ (Bb+1)fn); ou fry = f(tn, xn). (0.0.2)
1. Le schéma (0.0.2) est a 2 pas1point.

2. Si b # —3 le schéma est implicite, donc il est stablepoint.
Sinon le schéma est explicite et dans ce cas on ne peut pas confirmer la stabilité avant d’étudier 0.5point.
3. L’étude de I’ordre selon les valeurs de b. En utilisant le critére de 1’ordre, 1’ordre est p ssi
Licgoi =0 Yispio = Lisgp
Yipitoi =2Yiipi

(0.0.3)
Yisoiros = pXizgi” B
Ipoint
avec 0p = 1,00 =b— 1,00 = —bet fr = 23, B; =0, By = & Ipoint
En effet _ . :
00 =0, Yigio =Y oBi=b+1
Yi2ilo; =b+3=2Y3ip; (0.0.4)
YT idoy=b+7 et 3YZ22B=3b+9
1.5points
pour que le schéma soit au moins d’ordre 3 il faut que 3049 = b+ 7, donc b = —11point.
On teste 1’ordre 4. - -
1= 1=
Yitai=14; et 4Y) iB=16 (0.0.5)
i=0 i=0

Combinant (0.0.4) et (0.0.5), on trouve le schéma (0.0.2) est exactement d’ordre 3 si b = —11point



