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EXAMEN DE RATTRAPAGE
Enoncé et Corrigé.

Exercice.

1. Soit ¢ € Z(R). Montrer que I'expression

_ | o) —e(1—x)
(u) (P) _JR ZX—]. dx;

existe dans C et définit une distribution u sur R d’ordre < 1.

2. Soit ¢ € Z(R). Montrer que I'expression

(v,p) =

J p(x)+9(1 —X)—Zsa(%)d
x’
R

(2x—1)2
existe dans C et définit une distribution v sur R d’ordre < 2.

3. Soit 1 la fonction x — Y(x) = 2x — 1 définie de R dans R. Trouver la valeur de la distribution 1.v.
CORRIGE DE L’EXERCICE

Baréme :
1. (7 POINTS), 2. (10 POINTS), 3. (3 POINTS).

1. La fonction x — est continue dans R\{%}, mais elle n’est pas intégrable au voisinage de x = % En effet, par

exemple pour tout ¢ €]0, %[ et pour x €le + %,+1[, onal<e<2x—1<1, et

1
d 1 _ 1
X Cmex =1, = —Z1In(26),
pr 2x—1] 7 2 x=et 2
2

Comme lin%(—ln(z.e)) = +00, par le Lemme de Fatou on a
£—

! dx
—=+oo
1 [2x—1]

2
Soit ¢ € Z(R). Utilisons le développement de Taylor de ¢ en % jusqu’a l'ordre 1 : Pour tout y € R, nous avons
1

PN =+ =) ave $(y)= f P (=03 + 1yt

0
La fonction 1) est une fonction de classe ¥°° dans R en vertu du théoréme de dérivation des intégrales dépendant
d’un parameétre et du fait que ¢ € Z(R). Par conséquent, pour x € ]R\{%} ,enprenanty =xety=1—xona:

P =)+ = W) et p—x)=p(3)+(1—x— (1)
d’ou .
P ()= p(1=x) = (x = (YOI + Y1 ).

et
e)—p(l—x) lex)—el—-x) 1
2x—1 ) x—1 )

w(x):=

@+Pa-2)  x£ .

La fonction w est continue dans R\{%} comme somme de deux fonctions continues dans R\{%} et se prolonge par
1 1 1
continuité en x = % en posant W(%) = lirq 5(¢(x) + (1 —x)) = 1/)(5) = (p/(i).
X—3

En outre, comme ¢ € Z(R), et donc que son support est un ensemble compact dans R, il existe R(¢) := R > 1
dépendant de ¢ tel que supp ¢ C [—R,+R].
Posons R’ =R + 1. On remarque d’abord que supp ¢ € [—R,R] C [-R/,R’]. Soit x € R. Si x > R’ > R, alors d’une part
(x) = 0. D’autre part x = R’ implique que 1 —x < —R et donc ¢(1—x) =0.
Si par contre x < —R’ = —1—R < 1—R, alors d’'une part x < —R et donc ¢(x) = 0, et d’autre part 1 —x > R, et donc
p(1—x)=0.

1



En conclusion pour tout x € R tel que x = R’ ou x < —R’, cest a dire |x| = R’ on a ¢(x) = p(1—x) = 0. On en déduit
que pour tout x € R tel que |x| >R’ on a w(x) =0 et donc

f '“D(x)_‘P(l_x”dx:f |w(x)|dx+f Iw(x)ldxzf [w(x)|dx.
R |2x —1 Ix|<R/ [x|>R’ Ix|<R’

— 1 _
Cela implique que | L&) —#(1=%)
R 2x—1

intégrale d’une fonction continue sur l'intervalle compact [—R’,R’] et

R 4
<u,p>:= f de =J w(x)dx = f %(tp(x) +(1 —x))dx.

2x—1 _R _R

dx existe dans C et définit un nombre complexe que 'on notera (u, ), comme

R R
A chaque ¢ € Z(R) on associe un unique nombre complexe (u, p) = J w(x)dx = f %(w(x) + w(—x))dx. Cette

opération définit donc une application u: Z(R) — C. C’est une forme linéaire sur Z(R) , grice aux propriétés de
linéarité de l'intégrale. Prouvons que u est une application continue au sens de la topologie de Z(R) :

Soit K un compact de R. Il existe donc R(K) > 0 dépendant de K tel que K C [—R(K),+R(K)]. Soit p € Z(R) telle
que supp C K. Cela implique que en répfant le raisonnement ci-dessus pour tout x € R tel que |x| > R(K) alors
¢(x)=¢(1—x)=w(x)=0.

Nous pouvons alors reprendre le raisonnement précédent mais relativement a K :

R(K) R(K)
<u,p >=J de =f w(x)dxzj %(1/)(x)+1p(1—x))dx,
R

—R(K) R(K)
! 1
avecpour tout y e R (y) = f o'((1- t)E + ty))dt. Or la fonction |¢’| est continue et & support contenu dans

0
supp ¢ donc dans le compact K, elle est donc bornée sur ce compact et y atteint sa borne supérieure et nous avons
pour tout y € R

1

1
1
Yyl < f l’((1— ) +tylde < suple’(x)| | dt =suple’(x)|.
0 xe€K xe€K

0
R(K) R(K)

1
Ceci entraine que |< u, p >| < —(|1/)(X)| +|y(1 —x)l)dx < sup|’(x)| dx = 2R(K)sup|¢’(x]|). Pour tout
—R(K) 2 xe€K —R(K) x€K
K partie compacte de R, il existe Cx = 2(R(K)) > 0 et un entier m = 1 tels que pour tout ¢ € Zx(R) on ait

{, )| < Csuple’(x] < CKmaX{Sulgltp(XI,SUEIW(XI} = Cxpa (),
€ Xe

x€K x
donc u est une distribution sur R d’ordre < 1. u € 2’'(R).
1
. La fonction x — m est continue dans R\{%}, mais elle n’est pas intégrable au voisinage de x = % En effet,
X —
par exemple pour tout € €]0, %[ et pour x €] + %,+1[, onal0<e<2x—1<1,et

1
dx 1 -1 1:1(i_1)’
1 (2x—1)2 22x—1 x=et3  2%2¢
£+
2

Comme lin(l)(z—lg — 1) = 400, par le Lemme de Fatou on a
£

1d—x—+oo
(2x—12 T

Soit ¢ € Z(R). Utilisons le développement de Taylor de ¢ en % jusqu’a 'ordre 2 pour analyser le comportement de
P(x) + (1 —x)—2¢(3)

217 x # % Pour tout y € R, nous avons
X —

la fonction r: x — r(x) =

1
PN =9+ =P +— P ave x()= fo (1- 09" (1= 03 + ty)dt.

La fonction y est une fonction de classe ¥°° dans R en vertu du théoréme de dérivation des intégrales dépendant
d’un parameétre et du fait que ¢ € Z(R).



Par conséquent, pourxe]R\{%},en prenant y =xety=1—xona
1 1, ,.1 1,
=)+ =" (2)+(x—=

()= p(5) +(x =)+ (x = 2)x(x)

p(1=x) = 9(5)+ (1 —x=2)¢'()+ (1 —x = 2P 7(1-x)
d’ou . .
P()+p(1=x)=20(5) = (x = (2 () + x (1 - ).
et
P()+p(1-0)=20(3) _
(2x—1)2 N

La fonction r est continue dans R\{%} comme somme de deux fonctions continues dans ]R\{%} et se prolonge par

r(x) = }}(x(x) +21-x)  xA

1 1 1 1
continuité en x = 3 en posant r(3) = %hrr} (G +x(1—x))= EX(E) = Zgo”(i).
x—3

En outre, comme ¢ € Z(R), et donc que son support est un ensemble compact dans R, il existe R’ > 1 dépendant de
¢ tel que supp ¢ C [—R’,+R’], et donc que pour tout x € R nous avons 'implication

x| >R = opx)=p(1—x)=0.

1
On en déduit que pour tout x € R tel que |[x| >R onar(x)= —2% et donc que
x)+o(1—x)—20(% 1 d
J lo(x) + ¢( )2 so(z)ldx SJ rCOldx + 210 (L)) x y
R (2x—1) |<R 2 2R (2x—1)

La premiére intégrale du second membre est finie puisque on intégre une fonction continue |r| sur une partie compacte
[-R,R'].
La deuxiéme intégrale du second membre est finie puisque on a pour tout x € R tel que |x| >R’ > 1,

[2x — 1] > 2|x| =1 > 2|x| —|x| = x| > R,

f dx <J dx_zj dx—2<+oo
wizr QX =12 7 ) op X2 ®oof X2 R

x)+e(1—x)—2¢(3
Posons C(¢) = ZJ d—xz > 0. Ceci implique que J )+ ol )2 v(3)
s (2% —1) R (2x—1)

nombre complexe que 'on notera (v, ¢),

+o(1—x)—20p(2 R
<v,<p>:=fR(p(x) S(Dz(x—)l(iz (p(z)dx=J_R/r(x)dx+np(%)c(<p)

ce qui implique que

dx existe dans C et définit un

o
= % f (x()+ 21 —x))dx + +¢(%)C(<p)-
r

R/
N 1 1
A chaque p € 2(R) on associe un unique nombre complexe (v, @) = p J ()((x) +x(1 —x))dx + Lp(E)C(cp). Cette

opération définit donc une application v: Z(R) — C. C’est une forme linéaire sur Z(R) , grice aux propriétés de
linéarité de l'intégrale. Prouvons que v est une application continue au sens de la topologie de Z(R) :

Soit K un compact de R. Il existe donc R(K) > 1 dépendant de K tel que K C [—R(K),+R(K)]. Soit p € Z(R) telle
que supp C K. Cela implique que pour tout x € R tel que |x| = R(K) alors p(x) = p(1—x)=0.

Nous pouvons alors reprendre le raisonnement précédent mais relativement a K :

R(K) 1
<v,p >=—f (X(X)+x(1—X))dx+<P(§)C(K),
—R(K)

1
1

avec C(K) = Zf d—xz >0etpourtouty €eR y(y)= f (1—=0)p”((1—1t)= + ty))dt.

ixzr(c) (2X —1) . 2

La fonction |”| est continue et & support contenu dans supp ¢ donc dans le compact K. Les fonctions |p| et |¢”| sont
donc bornées sur ce compact et y atteignent leurs bornes supérieures et nous avons pour tout y € R

1 1
(I < f (1= 0lg"(1 = )3 + y)lde < suply” ()| f (1- 0)de = suply(x)],
0 x€K 0

x€K



et nous avons aussi |cp(%)| < sup|p(x)|. Ceci entraine que
x€K

R(K)
<v,p>|< ZJ (17l + (1 —x)])dx + |<p(§)|ca<) < %R(K)sup|so”(x|)+C(K)supw(xn.
—R(K) x€K x€K

Pour tout K partie compacte de R, il existe Cy = 2max{%(R(K )),C(K)} > 0 et un entier m = 2 tels que pour tout
¢ € Z%(R) on ait

1 ~ ~
(v, 0)| < max{=(R(K)), C(K)}(suple” (x| + suplp(x)|) < Cemax{sup|p (x|, suplp’ (x|, suple” (x|} = Cxpx 2(),

2 x€K x€K x€K x€K x€K

donc v est une distribution sur R d’ordre < 2. v € 2’(R).

3. Considérons la fonction 1 : x — (x) = 2x — 1. C’est une fonction de classe € *°(R).
Par définition de la multiplication de la fonction v avec la distribution v, 3.v est une distribution sur R définie pour
tout p € Z(R) par

(Y)(x)+ ()1 —x)— 2("4)90)()
(2x —1)2

(Yv,0) = (v,yp) =

Or
P90 = @r—Dp(), (@)1 —x)= (20—~ 1)p(l 1) =—2x - Dg(1-x) $9)(3) =5~ Dp(5)=0.

Par conséquent

_ [ @x—De(x)—(2x —1)p(1 - (X) w(l—X)
(1PV, ¢> _fR (2X—1)2 J (2 1)2 — Y —dx

_ [ o) —e(Q—x) .

_J;R 2% —1 dX— (ua @);

Ce qui implique que Yv=u (2'(R)).



