Corrigé type.
Examen final-Analyse Complexe-

Exercice 1. 5 points.

1) f(z)= Tz_|22 = ””ztf; = 2+y2 +igr (0,25) point
P(z,y) = ;2”152 .......... (0,75) point, Q(z,y) = =4zt (0,75) point
2) 2 P(x,y) = % ............ (0,25), 2 P(z,y) = A (0,25),

— 4T, 'I'2 1
81 (1' y) ﬁ ...... (0, 25) 5 ady (x y) W ..... (0, 25)

3) Remarquons que : ZP(z,y) # £Q(z,9) et 2Q(z,y) £ —LP(z,y),
c-a-d que P et @ ne vérifient pas les conditions de Cauchy-Riemann,....... (0,5),
alors f n’est pas analytique pour tout z € C*....... (0,5)

4) fv f(2)dz = [; f(y(t)y (t)dt....... (0,5)
= [y T ;lfze”dt ............ (0,25)
=i f: e%cft - 2i fo”leitdt_ .......... (0,25)
621t|072l ;e”|0 =3 (e¥m —e0)=2 (e — €)oo, (0,25)
1 (cos2r +isin2m — 1) — 2 (cos T + isinw — 1)
=1(1-1)—2(-1—-1) =4, (0,25)
Exercice 2. 8 points.
a) intérrogation (6 pointsx2 = une note sur 12+la note du devoir sur 8)

_ 1
=1t

Les points singuliers de f sont z; = 2 et 20 = —2.

Représentation graphique de vy et des points zjet z; dans le plan complexe,
ol v et le cercle de centre (-2, 0) de rayon 1, c-a-d: (z +2)> 452 = Looooo...... (1).

Onalz+2/=1242/=4>1=21 ¢ Yerrrenn. (0,5)

et [20+2|=]-2+2[=0<1= 22 € Yorrrrrennnne. (0,5).

Donc 3g: z +— g(z) = ;%5 analytique sur C — {2} ........... (1,5)

. e” _ (=)

tq.f‘ZJrz‘:l 7(2_2)(Z+2)dz = f‘z+2‘ 1 Z+2dz ............ (1)

ici zg = —2 et n = 0, donc en appliquant la formule intégrale de Cauchy on
obtient:

/ O s = 2img(~2)..()
= 2img(—2)......
zt2=1 (2 —2)(2 +2)
—T
= —— e 0,5
e (0,5)
b)Onaez:Z%ée :ZZ%L ............ (0,5)
n=0 n=0
e = =14+2245 +2 440 (0,5)
n=0
22

e =Ll _l.— - (0,5)

Res(f, 0)= —2 .. (0,5).

Exercice 3. 7 points.

it —it 21 _
1) On asint = “=5f— = = = Z;zl .......... (0,5).



les

Donc f(t) = 12 = 2 (1)

at =L 224+2iaz—1
2) A =4(1 —a?)
21 = —ai —V1—a%...(0,5) et 20 = —ai + 1 —a2........ (0,5).
lim g(z) = 0o et lim (z — 21)g(2z) =constante................ (0,25)
z—21 z—21
lim g(z) = co et lim (z — 2z2)g(2z) =constante................ (0,25)
zZ—2z22 zZ—2z22

3) Donc z; est un poéle simple pour g,

et Res(g, z1) = lim (z — z1)g(z) = \/% onl0<a<l,...(0,5)
z—21 —a

Zo est un pole simple pour g,

et Res(g, z2) = zli)nle(z —29)g(z) = \/11_? .......... (0,5).
La représentation graphique dey ( le rectangle) dans le plan complexe avec
points 21 et zg............ (0,25).
Ol 21 & Verrvernennn (0,25) et 22 € Yorereennen. (0,25).
4) En appliquant le théoréme des résidus on trouve que:
[, 9(z)dz = 2imRes(g, z2)....evenv. (0,5),
= \/% ...... (0,25)
5) [, f(®)dt = [ 5t
oll z = e = dz = ietdt donc dt = 4% =4 ... (0,5).
d’ou

2 d
[rwa = [ 2= &
y y 2 + 2taz — 1 iz
2

= —_d
[Y22+2iazlz
20

= 2)dz = ———....(1).
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