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Analyse de Fourier et Espaces de Sobolev. Durée : 2h 30 ~ Chargé de la matiere : Ahmed Z. Mokrane

ExaMEN FINAL

Exercice 1. Soit ¢ € Z(R)(), n € N" et x € R. Posons

1
@ulx) = n((p(x + ;) - (p(x)).

1. Prouver que la suite (¢,),>1 est une suite de fonctions dans .#(RR). Pour tout n € IN*, et £ € R, calculer
F(¢n)(&) = @u(&) en fonction de @(&).

2. Posons pour tout £ € Ret n € IN*

i& .
(&) =n(exp(~2) 1) -ic,
52
(1) Prouver que pour tout & e Ret n e IN* [P, (&) < -
(2) Prouver que pour tout & e Ret n € IN* [, (&) < %
(3) Prouver que pour tout { e Retne N*etkeIN k>2 |1pf1k)(£)| < kl T
o

3. Posons pour tout £ € Ret n € IN*
ay(&) = Pu(E)P(E)-

Prouver que la suite («;),>; est convergente vers la fonction nulle 0 au sens de la topologie de . (IR).

)
4. En déduire que la suite (¢,),»1 est convergente vers la fonction ¢’ au sens de la topologie de .(IR).

1
5. Soit x,& € IR. Posons e, (&) = eg(x) := exp(ix&). Prouver que pour tout x3,x,,£ €RR,on a
leg (x1) — eg (x2)] < [xq — x2[&]-
6. Soit ¢ € Z(R)(R), x € R. Posons pour tout y e R :
G(P)y) = uZp(y) = p(x - ).

d
Vérifier que pour x € R fixé, G,(¢p) € /(). Pour tout k € N, calculer 9((E)ka((p)) en fonction de ¢ et de x.
7. Soit x € R et une suite (x,,), C R telle que x,, o (R).
n—+o0o

Prouver que la suite (g,),en définie par g, := 7 (G, (¢)) est convergente vers la fonction g := .7 (G,(¢)) au sens
de la topologie de . (IR)(IR).

8. En déduire que l'application x — G,(¢) est séquentiellement continue de R dans . (R)(IR).
9. Soit u € /’(R), ¢ € .Z(R) et x € R. Posons
ux@(x) = (U, A P). (1)
Montrer que l'expression (1) définit un fonction u * @: R — C continue dans R.
10. Montrer, en utilisant la question 4. que la fonction u * @ est de classe ! (R) et que
d )
(urp)=urg)
11. En déduire que u * ¢ € €*°(R) et que pour tout k € N (%)k(u v @) =uxqpk),
Exercice 2. Soient donnés p € [1,+co[ et N € R*. Soit g une fonction mesurable dans R?. On suppose que

-N —
Ld“l +|x[*)Ng(x)Pdx = Cp < +co.

1. Prouver que g€ L} (R?).

loc

2. Soit T, la distribution associée a g. Prouver T € Z(RY).

Indication.
e Traiter d’abord le cas p = 1.
e Pour le cas p > 1, utiliser en 1) et 2) I'Inégalité de Holder.
1



e Utiliser la formule multi-nomiale de Newton : Si m € N et x € R? alors
m!
1+ |x>)™ = Zc X o0 cp=—.
la|<m
Corrigé de I’Exercice 1.

1. Soit ¢ € Z(R), n € N*, alors @, = nt-1¢ — @ ou 7, est 'opérateur de translation d’ordre a € R qui est continu
de .¥(IR) dans . (IR) puisque pour tout k € IN nous avons vu en cours que pi(7,¢) < px(@). En appliquant ceci
aa= —% on voit que nt-1 ¢ € .(R) et donc que ¢, € .¥(R). Calculons @,,(&) en un point & € R.

Nous avons vu en cours que .Z (7,@)(&) = e_,(&)P(E) = exp(—ia&)@(&), pour a € R. Donc pour a = —% on a

() = n( (01 9)(E) - 9(E)) = n{ exp (2 )9() - 9(6)) = m{ exp(C5) -1 )6,
2. Posons pour tout £ € R et n € IN* .
Pu(€) = n{exp() 1) g,

On remarque que ¥, est une fonction de classe ¥* dans R, que 1,,(0) = 0. De méme ¢’(§) = iexp(%) —i, et

donc ¥,(0) =0

(1) En appliquant la formule de Taylor jusqu’a l’ordre 2 en & = 0 pour la fonction 1, nous avons

, ! ) ! 1 itE
¢n<é>=wn<o>+éwn<0>+52j <1—t>z,bn<ts>dt=azf (1= 1)) exp(*- )i
) . 5 &2 &gl
Il s’en suit que [, (& J (1-t)e )ldt<_J;(1_t)dt—E<7
(2) De méme, en appliquant la formule de Taylor jusqu’a l'ordre 1 en & = 0 pour la fonction ¢;,, nous avons
4 t
ser=viore [ e dt—éf ~)exp(" )
Il s’en suit que [ (& |<@f lex lté |dt<@ dt_ lil

(i)?

(3) On remarque que ¢£12)( &)= exp(g‘g) et donc par récurrence pour tout k € IN, k > 2 nous avons

Ry OF e . 1
i(€) = 5 exp(iS) et par conséquent [ (€)] < — -
n n
3. Posons pour tout £ € Ret n e IN* (&) = Y, (E)P(E). Soit m,p,] € N tels que k + 1 < m. Evaluons |&|! Ian ( )
Par la formule de Leibniz nous avons
a(&) = (-2 rrld Zc PR(E) = pu(€)pP(E) + pu (€ zc M),
En utilisant les estimations des points (1),(2) et (3) de la question 2. on a
(p) €17 o) b k)
a1 < g+ pligtey |+ch PP
et donc
Iéll+2 Icfl ! Iél
el (€)1 < = —1pP(E)]+ p=—Ip P Zc" B

Comme ¢ € .¥(R), alors ¢ € .#(R) et par définition des semi-normes p,,(¢) avec p+I <mona
12PN < punsa(@) 1 HPP T < punl@), (L IPPNEN <pul@) 1 +(p-K)<m, 2<k<p.

Finalement comme k > 2 alors

1 p
7 < m et si on pose C := ) C,I:, alors pour tout £ € Ret [,p € N tels que
nt- k=0
I+p<m
1(p) c R
|EF lan (&) < ;me((P)y

et en prenant la borne supérieure sur tous les £ € R et les entiers [, p tels que [ + p < m alors pour tout n € IN*

C
pulay) = max (suplél'las/”(£)]) € Zpuea()

+P<m\ xeR



3

et par passage a la limite lorsque n — +co0 on obtient que pour tout m € IN on a lil}_l pm(ay,) = 0., ce qui signifie
n—+oo

que la suite (a,,),>1 est convergente vers la fonction nulle 0 au sens de la topologie de .”(IR).

. Nous avons vu que pour tout £ € Ret n € N* ¢, (&) = n(exp(%) ) (&) =1, (E)P(E) +i&P(E), or on sait que

iEP(E) = ¢’(&), par conséquent

Z(Pu=9") = Pul&) = 9(&) = Pu(E)P(E) = ay(&).

Comme l'opérateur de Fourier .# est un isomorphisme dans .#(IR)(IR) et que suite («,),>; est convergente vers
la fonction nulle 0 au sens de la topologie de .#(RR), par I'isomorphisme inverse .# !,

F(pn—9')=ay, e 0 (7(R))
Pu—¢' =F a,) ——0 (7(IR))

n—+oo

la suite (¢, — ¢’),>1 est convergente vers la fonction nulle 0 au sens de la topologie de .#(RR), donc la suite
(@u)u>1 est convergente vers la fonction ¢’ au sens de la topologie de . (RR).

. Soient x, & € R. Posons e, (&) = eg(x) := exp(ix&). En appliquant la formule de Taylor a l'ordre 1 aux points x; et
x; a la fonction eg on a

1
e (x1) = e (x2) + (x1 —xz)fo e} (2 + Hxy ~ x))dt,

or e (x) = i& exp(i&x), alors

1
leg(x1) —eg(x2)| < |xy —X2||5|f0 lexp(i&(xp + t(x1 — x2)))ldt = |x; — x5][&].

. Soit ¢ € .Z(RR),x € R. On sait que Z¢ € .(R) et donc que G, (@) = 1, Z¢p € .(R). Soit k € N, on a pour & € R
en vertu des régles de la transformation de Fourier en relation avec les opérateurs de dérivation, de translation
et de réflexion vues en cours :

F(Gu(@)(&) = F(txZp)(E) = e_x(E)F(ZP)(E) = e (E)ZP(E),

ﬂ((f—y)kcx«p))(e) = (i) 5.7 (G p)(&) = (D EFe o (£)Z ().

. Pour n € N, posons g, = GZ(\(p) =e Apetg= G/x@) = e_ ZQ, sachant que la suite (x,,), est convergente vers
x dans R. Prouvons que la suite (g,), est convergente vers la fonction g au sens de la topologie de .”(IR).
Soit m,l,p € IN tels que I + p < m et £ € R. En utilisant la formule de Leibniz,

€l'g V() = lef che, SR R(-g) et ()= (- Fen(), don

p
€1 (&) - g < el Chixkey, (&) - e (©lIpP (=)
k=0

on écrit [rke_y, (€) ~ xe_(&)] < Ike_g () ~ x¥e_g ()| + ke () = xbe_g ()] = ok — k] 4 [l () — e_g (x)], et

en utilisant la question 5. on a

P

p
€'l <) Crlxk =9 (=)l + )~ Chlxy =2l PR (=€),
k=0

k=0

Or, dans les deux sommes on remarque que pour 0 <k <p ona (p—k)+I < m donc [E@ PR (&) < p(@) <
Pms1 (@) et [/ PP (=E)] < ppuya (9). L s%en suit que

=

&g (€) - gPE) <Y CE(Ixk —xK+ 1y — xl)prue (),

>~
I

0

et en prenant la borne supérieure sur tous les £ € R et les entiers [, p tels que [ + p < m alors pour tout n € IN

p
P8 —g) = max suple|g'( Z (I =51+ ey = 2P (),

l+p<
TPSM xeR x



Comme la fonction x - x* est continue dans R, on sait que si x, — x () alors xX — x* (RR) et donc,
n—+oo

n—+oo

par passage a la limite lorsque n — +o00, ona lim (lxﬁ —xk|+|x, — x|) = 0, on voit que pour tout m € N
n—+oo

n—+oo

p
lim p(gu—g) < lim ) Cp(lxk =21+ v~ x|)puer (9) = 0,
k=0

ce qui montre que la suite la suite (g,), est convergente vers la fonction g au sens de la topologie de .”(IR).

8. Comme l'opérateur de Fourier .7 est un isomorphisme dans .7 (RR) et que suite (g, = F (G, ¢))u>0 est conver-
gente vers la fonction g = .%(G,(¢)) au sens de la topologie de .7(RR), par I'isomorphisme inverse .# !, la suite
(Gy, (@)n>0 est convergente vers la fonction G,(¢) au sens de la topologie de .(IR), dés que la suite (x,),>0 est
convergente vers x au sens de la topologie de IR :

Xpn —— X% (IR) = <gf(Gx,l(P) — <g\(Gx((p)) (y(]R))

n—-+oo n—+oo

= Gn9=F (F(Gy,9) ——= T (F(GCp) =Gilp)  (L(R))

n—+0co
ce qui signifie que l'application x — G, (@) est séquentiellement continue de R dans . (RR).
9. Soit u € /’(R), ¢ € .Z(R) et x € R. Posons

ux@(x) = (u, A P). (1)

I'expression (1) définit bien un fonction u = ¢: R — C puisque pour chaque x € IR, nous avons vu que 7, Z¢ €
Z(R) et donc, comme u est une distribution tempérée, que (u, 7,Z¢) définit un unique nombre complexe
qu’on notera u * @(x). Soit une suite (x,),>o convergente vers x au sens de la topologie de IR, nous venons de
voir que la suite (7, Z¢),), est convergente vers la fonction 7,%¢ au sens de la topologie de .¥(IR). et comme u
est séquentiellement continue de .”(IR) dans C, la suite ((u, T, Z¢)), est convergente vers le nombre complexe
(u, T, Zp), ce qui signifie que la suite (u*¢p(x,)), est convergente vers le nombre complexe u*¢(x) dans C, d’ou
la continuité de la fonction u * .

10. Soit @ € .7(R) et 0 < ¢ < 1. Evaluons le quotient différentiel par linéarité de u, on a

u*@(x+e)—uxe@(x) — T(x+e)<%’€0—Tx<@(P>
€ ’ E

’

Txre) B P — K P

avec ¢ jouant le role de , la question 4. montre que la suite ( { )o<e<1 €st convergente vers la

fonction 7, Z¢’ au sens de la topologie de .#(IR). Comme u est continue dans .#(IR), on voit que

% —u% T\ B P — TR
lim u*@(x+¢e)—uxp(x) ~ lim(u, (x+e) 2P — TP
e—0 & e—0 &

)= (U, T Ry = ux@’(x)

donc la fonction u * ¢ est de classe €’ (IR) et que pour tout x € Ron a
d

lur)(x) = uxg(2).

11. Come ¢’ € .7(IR) alors ce qui précéde appliqué a la fonction ¢’ € .7(IR) montre que u *¢’ est de classe ! (R) et

donc pour x € R (= )(u * @’)(x) = u * ¢”(x). Par conséquent, on en déduit que u » ¢ est de classe ¥*(RR) et

dx
d d  d d
( —_—(— % = — * / = * ” .
()P x )(x) = () (15 @) () = (> @) (x) =" (%)
Par récurrence sur 'ordre de dérivation k € IN, on en déduit que u * ¢ € € (IR) et que pour tout k e N et x € R
(e )(x) = wx (),

Corrigé de I’Exercice 2. Soient donnés p € [1,+oo[ et N € R%. Soit g une fonction mesurable dans IR?. On suppose que
J I(1+x>) ™ Ng(x)|Pdx := Cp < +oo.

1. Prouvons que g € LIOC(IRd). Nous devons prouver que pour toute partie compacte K de RY, on a g.1x € L' (R%).
e Cas ol p = 1. Soit K une partie compacte de R?. On écrit pour pp.x € R? :

801k (x) = (1 +|xI?) N g(x).(1 + ]x*) N1k (),



o}

Par hypothése, la fonction x - (1 + |x|?)™N.g(x) € L'(R?), et la fonction x > (1 +|x])?>)N1g(x), est continue
sur le compact K, donc bornée sur ce compact qui est de mesure finie, et atteint sa borne supérieure sur K,
alors

f 2(x)|1g (x)|dx < sup(1l + |x|?) f [(1+x]?)" (x)|dx < +o00.
R4

xeK
ce qui implique que pour toute partie compacte K de R? g.1x € L' (IR%) et donc g € Llloc(le).
e Casou p > 1. Soit K une partie compacte de R?. On a par hypothése que la fonction
© fl:= (1 Ix[?) N g (x) € LP(RY).
Soit g le nombre conjugué de p ( + == 1) On remarque que la fonction x - h(x) = (1+|x|*)N1g (x) € L1(RY)

car la fonction x > (1 + |x| )quK( ) est continue sur le compact K, donc bornée sur ce compact, qui est de
mesure finie

j Ih(x)9dx = J 1+ |x?) N 1% (x)dx = j (1 +x2)"N 1 (x)|dx < sup(1 + |x]?)TN mes(K) < +oo,
R4 R4 R4 xeK

et par application de I'inégalité de Holder
glg = h.f € LY(R?).
ce qui implique que pour toute partie compacte K de RY g.1x € L'(R?) et donc g € LZOC(IRd).
2. Soit T, la distribution associée a la fonction g € LIOC(IR"Z). On sait que T, € 7’ (RY) et est définie pour tout

¢ € 2(R) par
()= [ stpwds
R4

Prouvons que T, est continue sur 2(R%), muni de la topologie induite par .7(R?).
e Cas ot p = 1. On écrit pour ¢ € Z(R?) et m € N tel que m > N et en utilisant la formule multi-nomiale de
Newton sachant que pour tout x € RY, nous avons Z caxzal(p(x)| <Cpyu(p) avec C= Z Ca

lal<m lal<m

(T < [ gl 570 P gl < [ gl 1+ P ool od

D ca | Il )Nl < Cpanp) I3+ 158 dx = CCupanl)
lal=m R
Ce qui implique que T, est continue sur 2(R%), muni de la topologie induite par .7 (R), et donc définit un
élément de .7 (R?) .
e Cas ot p > 1. On écrit pour ¢ € Z(R?) et m € N tel que m > N et en utilisant la formule multinomiale de

Newton :
(Te @)l < Ld |2EOIL + )N (1 + [xP)) x)dx = j 12 EOIL + 1) (14 )N (1 + [xP) " ()l (x)dx
= 2 o [ sl (N )
|al<m
Soit g le nombre conjugué de p ( + ~ =1). Dans le but d’utiliser I'inégalité de Holder, on choisit 'entier m

de telle fagon que la fonction x > (1+|x| 2)N=m ¢ L9(IR?), c’est a dire qu’il faut choisir m tel que (2(m—N)q > d)
ou encore que m > N + 2%. Comme ¢ > 1, il suffit de choisir m > N + %. Alors par application de I'inégalité
de Holder on a

- - - —n /p ~1/
(Ter ) < szm«p)fwu by N g @)1+ )N dx < Cpanl @1+ L Nl 1+ LN e = G €y ().

avec C, = J (1+x])N""4dx et m>N + %.
R4

Ce qui implique que T, est continue sur 2(R%), muni de la topologie induite par .7 (R), et donc définit un
élément de .7 (R%) .
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