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Analyse de Fourier et Espaces de Soboley. Durée : 1h 00  Chargé de la matiére : Ahmed Z. Mokrane

EXAMEN FINAL
Enoncé et Corrigeé.

an €7 (R).

. . X
Exercice. ~ Pour tout x € R*, on pose sgn(x) = ﬂ Vérifier que T,
x
1. Pour tout n € N*, et x €RR, on pose g,(x) = sgn(x)1;_, ;,;(x).
Prouver que g, € L}(R) et calculer .#(g,) = g,
2. Prouver que la suite de distributions tempérees (T, ),ey- converge vers la distribution Ty, au sens de .#”(R), c’est a
dire que pour tout ¢ € .(R), on a
lim (T, @) = (T ).

n—+0oQo
3. Pour tout n € N* et x € R*, on pose
1—cos(2nmx)
)= ——7. )
X
Prouver que pour tout n € N*, 'expression (1) définit une fonction f,, € L°°(R) et que la distribution associée

T; €.7'(R).
4. Prouver que pour tout n € N* et pour tout ¢ € .(R),

(Tfn’w_(%vp(%)’w Z_J cos(27rnx)(n<,0x(x)—cp(0))dx_f de
[—1,+1] x|>1

En déduire que la suite de distributions temperées (T ) ey« €st convergente vers la distribution %vp(%) au sens de
' (R).

5. En déduire la limite de la suite de distributions tempérées (5“ (Tgn))n>1 au sens de .¥’(R) et en déduire ensuite la
valeur de 7 (Tg,) (7'(R)).

Baréme :
0. (1 point ), 1. (4 points), 2. (3 points), 3. (3 points), 4. (243 points ), 5. (4 points).

1.
e On désigne par .# l'opérateur de Fourier dans .#(R) et dans .#’(R).
e Sife Llloc(]R), on désigne par Ty la distribution associée a f.
e On rappelle que la distribution tempérée vp(%) € #'(R) est définie pour tout ¢ € .(R) par

<vp(l),<P>=J —“’(x)_“’(o)dﬁj 2 g
x {xeR: |x[>1}

[—1,+1] x x



CORRIGE DE LEXERCICE

X . . x| Ca
Pour tout x € R*, on pose sgn(x) = ﬁ Alors sgn(x) = —1si x <0, sgn(x) =1six > 0 et [sgn(x)| = |?| = 1. Ceci implique que
x

I (R) & croissance lente. Donc la distribution associée Typn € 7'(R).

loc

fonction sgn € L*°(R) et que sgn ¢ L!(R). C’est une fonction de L
n

1. Pour tout n € N*, et x € R, on pose g,(x) = sgn(x)1_, ,,;(x). Alors |g,(x)| = 1, +,)(x) et donc f |g,(x)|dx =J 1ldx = 2n.
R —n

La fonction g, € L}(R). Soit £ € R. Calculons .#(g,)(£) = 2. (&).

Pour £ =0, 0n a
n x 0 n
2, (0)= J e 2 0g (x)dx = f Zdx = —f dx +f dx=—-n+n=0.
R —n |x| —n 0

n 0 n
é:(g) — J e—ziﬂx.ign(x)dx — f e—Zinx.E idx — _f e—2inx.5dx + J e—2inx.£dx
R 0

Pour £ #0, on a

o | x| o
1 —2intx& 1x=0 —2inx&1x=n
=—[———e¢ ——e
[ 2imE Ll 2inE I
1 eZiTmE e*ZiTmE 1
=—(- + +| - +
( 2ing  2in ) ( 2ing 2i7'c§)
! 1 e e 2mE 1 —cos(2mng)
inE  ink 2 ing

donc pour tout £ € R et pour tout n € N*
1—cos(2mné&)

LO=0 FEO=—7¢

E#0.

2. Soit ¢ €.7(R) et n € N*. Evaluons (T, ®)

(T, ) :J g.(x)p(x)dx =J
R

sgn(x)1_, n ()@ (x)dx et (T, ) :J sgn(x)p(x)dx.
R R
La suite de fonctions (g,¢),; est une suite de fonctions intégrables dans R. De méme, la fonction sgny est intégrable dans R.
Soit x € R*. Posons ny, = E(|x|) +1 = [|x|] + 1 € N*. Alors pour tout n € N* tel que n > n,, on a n > |x|, et donc x €] —n,n[.
Par conséquent g,(x)¢(x) = sgn(x)p(x), ce qui signifie que pour p.p.x € R et pour tout € > 0, il existe n, € N* tel que pour tout
n € N*, on ait

nzn, = |[gp(x)—sgn(x)e(x)=0<e.

et que p.p.x €ER liin 2,()p(x) = sgn(x)e(x).
n—+oQo
Par ailleurs pour tout n € N* et pour p.p.x €R

|gn ()0 ()] < Isgn()I 1 (O ()] < Ll ()] = [0 (x)] € L (R).

Les 3 conditions d’application du théoréme de la convergence dominée sont réunies pour la suite (g,¢),=1, donc par passage a la
limite lorsque n — 4+00

HEE})O<T&1’ SO) = nLl«IE]mJ. gn(x)w(x)dx Zf Sgn(x)(p(x)dx = (ngn’ @)
R

R

On vient de prouver que la suite de distributions temperées (T, ),ey- converge vers la distribution T, au sens de .#"(R).

3. Pour tout n € N* et x € R*, on pose
1—cos(2nmx)
fal)=—"—.
X
Pour tout n > 1, la fonction f, est continue dans R* comme quotient de deux fonctions continues dans R*, la fonction du dénomi-
nateur ne s’annulant pas dans R*. Au voisinage de 0, par un développement limité de la fonction cos, on a

(2mnx)? _ @rnx)*
2 41

. . . 1—cos(2nmx . . (e

On déduit que que lim f,(x)= lim # = 0. La fonction f, est donc prolongeable par 0 au voisinage de 0, et définit
g0 ? g0l nx

donc une fonction continue dans R,

La fonction f, est bornée dans [—1,+1] puisque elle continue dans [—1,+1] et pour tout x € R tel que |x| > 1 on a

D

1—cos(2mnx) = +o(x*) x—0,

1—cos(2nmx) 2
i) =—"""—"<~—,
|x| T

La fonction f, € L°°(R) et donc f, est une fonction de L}

ioc(R) & croissance lente. Par conséquent T; € .%”(R). 2
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S

—¢(0
4. Soit p € . (R) etn € N*. Nous allons évaluer (Tfn,ap)—(%vp(%),cp) :J fn(x)go(x)dx—f de—i—f Mdx.
R [~1,+1] X xlz1 X

En utilisant la partition R={x € R: [x| < 1}U{x €R: x| =1} =[-1,1]U{x € R: |x| = 1}, on écrit

(Tfn"P> :J fn(x)kp(x)dXZJ (1_C05(27Tnx))90(x)dx+J (l—cos(Znnx))go(x)dx
" [x|=1

[=1,1] X

>

X

et par conséquent

(1—cos(27rnx))<,o(x)dx_J <p(x)—(p(0)dx
X [-1,+1] nx

(T )= (2vp(2), ) = J

[-1,+1]

+j (1—cos(2ﬁnx))¢(x)dx_f %) x
ot |x|>1

ne X

_ _J cos(Znnx)ap(x)—tp(O)dx _J cos(27'mx)<p(x)dx
[~1,4+1] X x[>1 X

_ _J cos(2mnx)(p(x) — ¢(0)) dx _f (1 —cos(2mtnx)p(0) _J cos(Znnx)ap(x)dx
[—1,+1] [-1,1] [x|=1

X X X
__ f cos(rn)e@) =@y o [ ¢ dx— j cos(2mnx)p(x) ,
[-1,+1] X [-1,1] " Ix|>1 nx

% Remarquons que la fonction f, est impaire dans R et comme [—1, 1] est un intervalle symétrique par rapport a 0, alors

1— 2
J fulx)dx = f 1=cos@mnx) 4 o,
[-1,1] [-1,1]

ne

ce qui implique que

1 1 cos(2mnx x)—@(0 cos(2mnx)p(x
<Tfn’¢>_(_vp(_)’w=_f (2mn)(ip () = o ))dx—J @mnx)p) | @
T X [-1,+1] X [x[>1 X
Par utilisation de la formule de Taylor a 'ordre 1 au point O appliquée a la fonction ¢ en x, on a
1
@(x)—(0) = xf ¢’ (tx)dt == x1p(x),
0
et donc
1 1 1 cos(2mtnx)p(x
(T @)~ (= vp(), o) = = f cos(2rmx)up(x)dx - J OsEOPE) g ®
T X T Jie141] [x|>1 ™

Pour la premiére intégrale, on intégre par parties sur l'intervalle compact [—1,1]

—lf cos(2mtnx)yP(x)dx = ! sin(2mnx) Y ()2 + ! fsin(Znnx)w'(x)dszf sin(27tnx)y’ (x)dx. 4)
s 2 x 1 2m2n |,

. m2n 27m2n

Pour la seconde intégrale, comme l'intégrale est convergente, on écrit

_J cos(27rnx)<p(x)dx - lim f cos(ZTrnx)cp(x)dX
|x[=1 1<|x|<R

X R—+o00 X
7 cos(2mnx)p(x) " cos(2mnx)p(x) ®
- lim cos(2nnx)e(x) , + cos@nnx)p(x) ,
R—+00 R X 1 X
En intégrant de nouveau par parties sur les intervalles compacts [—R,—1] et [1,R], on obtient
-1 -1
2 1 _ 1 "(x)—
cos( nnx)cp(x)dx = sin(Znnx)—Lp(x) - — sin(2mnx) 2l PX (x) (p(x)dx
r X 27m2n x = 2m2n ) _, x2
-1
1 —R 1 ‘(x)—
=— sin(27rnR)M - sin(Znnx)de
2m2%n R 2n2n | _, x2 ©)
R R
2 1 _ 1 ‘(x)—
cos( nnx)ap(x)dx = sin(Zﬂ:nx)—(p(x) - sin(27rnx)—x£p (x) (p(x)dx
1 X 2m2n x 70 2m2n |, x2

R

1 R 1 ! -

= sin(ZTrnR)M - sin(2nnx)wdx
27m2n R 2m2n |, x2

Par passage a la limite lorsque R — +00, sachant que ¢ € .¥(R) on a

+R +R
lim |Sin(2nnR)|M < lim | (£R)|
R—+o00 R Rt —R =

0
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En revenant a 'expression (5) et en passant a la limite lorsque R — +00 compte tenu de (6), on obtient

-1 / oo /
—J —cos(2nnx)<p(x)dx = —(— ! f sin(Zrmx)X(p (x)_¢(x)dx— ! f sin(Znnx)—xw (x)—(p(x)dx)
|x|=1 —00 1

X 2m2n X2 2m2n x2
1 (%)= p(x) @
= sin(27rnx)udx.
2m2n l21 x2
En revenant a 'expression de (3), compte tenu des résultats de (4) et (7), on obtient enfin
1

1 1 1 "(x)—
(Tr o) —(=vp(=), ) = sin(2rtnx)y’(x)dx + sin(Znnx)de. ®)

n T X 2m2n |, 2712%n l21 X2

1
En prenant le module de I'expression de (8) et en majorant |sin(27nx)| par 1 et — par 1, pour |x| > 1, on obtient
X

1
(T ) — (2vp(), 0)] < — U |¢’(x)|dx+J |x<.o’(x)—so<x)|dx).
T X 2nn \ )4 x21

L’intégrale du membre de droite est finie du fait que |1)’| est une fonction continue dans I'intervalle [—1, 1] et du fait que ¢ € .(R),
donc x = x¢’(x) — p(x) € .Z(R). En posant

1
Cle)= ( [’ (x)ldx +J lx@’(x)— w(x)IdX) >0,
|x|=1

-1
On peut remarquer que C(¢) < Cp,(p), d’apreés I'injection de .#(R) dans L!(R). On déduit que pour tout n > 1 on a
11 ()
KTy, o) = (=vp(=), @) < 5——
T x 2n2n
Par passage a la limite lorsque n — +0c0 on conclut que pour tout ¢ € .%(R)

1 1
lim (Tfﬂ,@) = (;Vp(;): W);

n—+00
cest a dire que la suite de distributions tempérées (T, ),y est convergente vers la distribution %v p(%) au sens de .%’(R).

5. Comme pour tout n € N*, g, € L'(R) on sait que .% (T, )=Tg (Z(R)). Dans la question 1., nous avons aussi montré que pour
tout n € N* et pour tout x € R

_ 1
gn(x) = ?fn(x)
et par conséquent (T, ) = T1 £ (”'(R). Par application du résultat de la question 4. on déduit que la suite de distributions

tempérées (F (T, )),en+ €St convergente vers la distribution %vp(%) au sens de .’(R).
1 1 ,
F(T,)—— —vp(=) (L'(R)). &)
n—+o0o [T X

Mais comme on a démontré que la suite de distributions tempérées (T, ),y converge vers la distribution T, au sens de .#’(R)

T, —>ngn (yI(R))r

8n postoo

par continuité séquentielle de 'opérateur de Fourier dans .’(R), on déduit que la suite de distributions tempérées (fi ( Tgn))
est convergente vers la distribution .7 (T, ) au sens de .#’(R)

F(T,)—— F(Ty) (L (R)). (10)

neN*

Par conséquent, par unicité de la limite de la suite de distributions (ff (Tgn)) dans (9) et (10) dans .#’(R), on conclut que

neN*

FT) = —vp(3) (F(R).
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