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EXAMEN FINAL

Énoncé et Corrigé.

Exercice. 1 Pour tout x ∈ R∗, on pose sgn(x) =
x
|x |

. Vérifier que Tsgn ∈S ′(R).

1. Pour tout n ∈ N∗, et x ∈ R, on pose gn(x) = sgn(x)1[−n,+n](x).
Prouver que gn ∈ L1(R) et calculer F (gn) =cgn.

2. Prouver que la suite de distributions tempér’ees (Tgn
)n∈N∗ converge vers la distribution Tsgn au sens de S ′(R), c’est à

dire que pour tout ϕ ∈S (R), on a
lim

n→+∞
〈Tgn

,ϕ〉= 〈Tsgn,ϕ〉.

3. Pour tout n ∈ N∗ et x ∈ R∗, on pose

fn(x) =
1− cos(2nπx)

πx
. (1)

Prouver que pour tout n ∈ N∗, l’expression (1) définit une fonction fn ∈ L∞(R) et que la distribution associée
T fn
∈S ′(R).

4. Prouver que pour tout n ∈ N∗ et pour tout ϕ ∈S (R),

〈T fn
,ϕ〉 − 〈

1
π

vp(
1
x
),ϕ〉= −

∫

[−1,+1]

cos(2πnx)(ϕ(x)−ϕ(0))
πx

d x −
∫

|x |≥1

cos(2πnx)ϕ(x)
πx

d x

En déduire que la suite de distributions temperées (T fn
)n∈N∗ est convergente vers la distribution 1

π vp( 1
x ) au sens de

S ′(R).
5. En déduire la limite de la suite de distributions tempérées

�

F (Tgn
)
�

n≥1
au sens de S ′(R) et en déduire ensuite la

valeur de F (Tsgn) (S ′(R)).

Barème :
0. (1 point ), 1. (4 points), 2. (3 points), 3. (3 points), 4. (2+3 points ), 5. (4 points).

1.
• On désigne par F l’opérateur de Fourier dans S (R) et dans S ′(R).
• Si f ∈ L1

loc(R), on désigne par T f la distribution associée à f .

• On rappelle que la distribution tempérée vp( 1
x ) ∈S ′(R) est définie pour tout ϕ ∈S (R) par

〈vp(
1
x
),ϕ〉=

∫

[−1,+1]

ϕ(x)−ϕ(0)
x

d x +

∫

{x∈R: |x |≥1}

ϕ(x)
x

d x .
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CORRIGÉ DE L’EXERCICE

Pour tout x ∈ R∗, on pose sgn(x) =
x
|x |

. Alors sgn(x) = −1 si x < 0, sgn(x) = 1 si x > 0 et |sgn(x)| =
|x |
|x |
= 1. Ceci implique que

fonction sgn ∈ L∞(R) et que sgn /∈ L1(R). C’est une fonction de L1
loc(R) à croissance lente. Donc la distribution associée Tsgn ∈S ′(R).

1. Pour tout n ∈ N∗, et x ∈ R, on pose gn(x) = sgn(x)1[−n,+n](x). Alors |gn(x)| = 1[−n,+n](x) et donc

∫

R
|gn(x)|d x =

∫ n

−n

1d x = 2n.

La fonction gn ∈ L1(R). Soit ξ ∈ R. Calculons F (gn)(ξ) =cgn(ξ).
Pour ξ= 0, on a

cgn(0) =

∫

R
e−2iπx .0 gn(x)d x =

∫ n

−n

x
|x |

d x = −
∫ 0

−n

d x +

∫ n

0

d x = −n+ n= 0.

Pour ξ 6= 0, on a

cgn(ξ) =

∫

R
e−2iπx .ξgn(x)d x =

∫ n

−n

e−2iπx .ξ x
|x |

d x = −
∫ 0

−n

e−2iπx .ξd x +

∫ n

0

e−2iπx .ξd x

= −[−
1

2iπξ
e−2iπxξ]x=0

x=−n + [−
1

2iπξ
e−2iπxξ]x=n

x=0

= −
�

−
1

2iπξ
+

e2iπnξ

2iπξ

�

+

�

−
e−2iπnξ

2iπξ
+

1
2iπξ

�

=
1

iπξ
−

1
iπξ

� e2iπnξ + e−2iπnξ

2

�

=
1− cos(2πnξ)

iπξ
.

donc pour tout ξ ∈ R et pour tout n ∈ N∗

cgn(0) = 0 cgn(ξ) =
1− cos(2πnξ)

iπξ
si ξ 6= 0.

2. Soit ϕ ∈S (R) et n ∈ N∗. Évaluons 〈Tgn
,ϕ〉

〈Tgn
,ϕ〉=

∫

R
gn(x)ϕ(x)d x =

∫

R
sgn(x)1[−n,+n](x)ϕ(x)d x et 〈Tsgn,ϕ〉=

∫

R
sgn(x)ϕ(x)d x .

La suite de fonctions (gnϕ)n≥1 est une suite de fonctions intégrables dans R. De même, la fonction sgnϕ est intégrable dans R.
Soit x ∈ R∗. Posons n0 = E(|x |) + 1 = [|x |] + 1 ∈ N∗. Alors pour tout n ∈ N∗ tel que n ≥ n0, on a n > |x |, et donc x ∈]− n, n[.
Par conséquent gn(x)ϕ(x) = sgn(x)ϕ(x), ce qui signifie que pour p.p.x ∈ R et pour tout ε > 0, il existe n0 ∈ N∗ tel que pour tout
n ∈ N∗, on ait

n≥ n0 ⇒ |gnϕ(x)− sgn(x)ϕ(x)|= 0< ε.

et que p.p.x ∈ R lim
n→+∞

gn(x)ϕ(x) = sgn(x)ϕ(x).
Par ailleurs pour tout n ∈ N∗ et pour p.p.x ∈ R

|gn(x)ϕ(x)| ≤ |sgn(x)|1[−n,n](x)|ϕ(x)| ≤ 1.|ϕ(x)|= |ϕ(x)| ∈ L1(R).

Les 3 conditions d’application du théorème de la convergence dominée sont réunies pour la suite (gnϕ)n≥1, donc par passage à la
limite lorsque n→ +∞

lim
n→+∞

〈Tgn
,ϕ〉= lim

n→+∞

∫

R
gn(x)ϕ(x)d x =

∫

R
sgn(x)ϕ(x)d x = 〈Tsgn,ϕ〉.

On vient de prouver que la suite de distributions temperées (Tgn
)n∈N∗ converge vers la distribution Tsgn au sens de S ′(R).

3. Pour tout n ∈ N∗ et x ∈ R∗, on pose

fn(x) =
1− cos(2nπx)

πx
. (1)

Pour tout n≥ 1, la fonction fn est continue dans R∗ comme quotient de deux fonctions continues dans R∗, la fonction du dénomi-
nateur ne s’annulant pas dans R∗. Au voisinage de 0, par un développement limité de la fonction cos, on a

1− cos(2πnx) =
(2πnx)2

2
−
(2πnx)4

4!
+ o(x4) x → 0,

On déduit que que lim
x−−→

x 6=0
0

fn(x) = lim
x−−→

x 6=0
0

1− cos(2nπx)
πx

= 0. La fonction fn est donc prolongeable par 0 au voisinage de 0, et définit

donc une fonction continue dans R,
La fonction fn est bornée dans [−1,+1] puisque elle continue dans [−1,+1] et pour tout x ∈ R tel que |x | ≥ 1 on a

| fn(x)|=
1− cos(2nπx)

|πx |
≤

2
π

,

La fonction fn ∈ L∞(R) et donc fn est une fonction de L1
loc(R) à croissance lente. Par conséquent Tfn ∈S ′(R). 2
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4. Soitϕ ∈S (R) et n ∈ N∗. Nous allons évaluer 〈Tfn ,ϕ〉−〈 1
π vp( 1

x ),ϕ〉=
∫

R
fn(x)ϕ(x)d x −

∫

[−1,+1]

ϕ(x)−ϕ(0)
πx

d x +

∫

|x |≥1

ϕ(x)
πx

d x .

En utilisant la partition R= {x ∈ R: |x | ≤ 1} ∪ {x ∈ R: |x | ≥ 1}= [−1, 1]∪ {x ∈ R: |x | ≥ 1}, on écrit

〈Tfn ,ϕ〉=
∫

R
fn(x)ϕ(x)d x =

∫

[−1,1]

�

1− cos(2πnx)
�

ϕ(x)

πx
d x +

∫

|x |≥1

�

1− cos(2πnx)
�

ϕ(x)

πx
d x ,

et par conséquent

〈Tfn ,ϕ〉 − 〈
1
π

vp(
1
x
),ϕ〉=

∫

[−1,+1]

�

1− cos(2πnx)
�

ϕ(x)

πx
d x −

∫

[−1,+1]

ϕ(x)−ϕ(0)
πx

d x

+

∫

|x |≥1

�

1− cos(2πnx)
�

ϕ(x)

πx
d x −

∫

|x |≥1

ϕ(x)
πx

d x

= −
∫

[−1,+1]

cos(2πnx)ϕ(x)−ϕ(0)
πx

d x −
∫

|x |≥1

cos(2πnx)ϕ(x)
πx

d x

= −
∫

[−1,+1]

cos(2πnx)(ϕ(x)−ϕ(0))
πx

d x −
∫

[−1,1]

(1− cos(2πnx)ϕ(0)
πx

−
∫

|x |≥1

cos(2πnx)ϕ(x)
πx

d x

= −
∫

[−1,+1]

cos(2πnx)(ϕ(x)−ϕ(0))
πx

d x −ϕ(0)
∫

[−1,1]

fn(x)d x −
∫

|x |≥1

cos(2πnx)ϕ(x)
πx

d x .

3 Remarquons que la fonction fn est impaire dans R et comme [−1,1] est un intervalle symétrique par rapport à 0, alors
∫

[−1,1]

fn(x)d x =

∫

[−1,1]

1− cos(2πnx)
πx

d x = 0,

ce qui implique que

〈Tfn ,ϕ〉 − 〈
1
π

vp(
1
x
),ϕ〉= −

∫

[−1,+1]

cos(2πnx)(ϕ(x)−ϕ(0))
πx

d x −
∫

|x |≥1

cos(2πnx)ϕ(x)
πx

d x . (2)

Par utilisation de la formule de Taylor à l’ordre 1 au point 0 appliquée à la fonction ϕ en x , on a

ϕ(x)−ϕ(0) = x

∫ 1

0

ϕ′(t x)d t := xψ(x),

et donc

〈Tfn ,ϕ〉 − 〈
1
π

vp(
1
x
),ϕ〉= −

1
π

∫

[−1,+1]

cos(2πnx)ψ(x)d x −
∫

|x |≥1

cos(2πnx)ϕ(x)
πx

d x . (3)

Pour la première intégrale, on intègre par parties sur l’intervalle compact [−1, 1]

−
1
π

∫ 1

−1

cos(2πnx)ψ(x)d x =
1

2π2n
sin(2πnx)ψ(x)|x=1

x=−1 +
1

2π2n

∫ 1

−1

sin(2πnx)ψ′(x)d x =
1

2π2n

∫ 1

−1

sin(2πnx)ψ′(x)d x . (4)

Pour la seconde intégrale, comme l’intégrale est convergente, on écrit

−
∫

|x |≥1

cos(2πnx)ϕ(x)
πx

d x = − lim
R→+∞

∫

1≤|x |≤R

cos(2πnx)ϕ(x)
πx

d x

= − lim
R→+∞

�

∫ −1

−R

cos(2πnx)ϕ(x)
πx

d x +

∫ R

1

cos(2πnx)ϕ(x)
πx

d x

�

.

(5)

En intégrant de nouveau par parties sur les intervalles compacts [−R,−1] et [1, R], on obtient
∫ −1

−R

cos(2πnx)ϕ(x)
πx

d x =
1

2π2n
sin(2πnx)

ϕ(x)
x
|x=1
x=−R −

1
2π2n

∫ −1

−R

sin(2πnx)
xϕ′(x)−ϕ(x)

x2
d x

= −
1

2π2n
sin(2πnR)

ϕ(−R)
R

−
1

2π2n

∫ −1

−R

sin(2πnx)
xϕ′(x)−ϕ(x)

x2
d x

∫ R

1

cos(2πnx)ϕ(x)
πx

d x =
1

2π2n
sin(2πnx)

ϕ(x)
x
|x=R
x=1 −

1
2π2n

∫ R

1

sin(2πnx)
xϕ′(x)−ϕ(x)

x2
d x

=
1

2π2n
sin(2πnR)

ϕ(R)
R
−

1
2π2n

∫ R

1

sin(2πnx)
xϕ′(x)−ϕ(x)

x2
d x

(6)

Par passage à la limite lorsque R→ +∞, sachant que ϕ ∈S (R) on a

lim
R→+∞

|sin(2πnR)|
|ϕ(±R)|

R
≤ lim

R→+∞

|ϕ(±R)|
R

= 0
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En revenant à l’expression (5) et en passant à la limite lorsque R→ +∞ compte tenu de (6), on obtient

−
∫

|x |≥1

cos(2πnx)ϕ(x)
πx

d x = −

�

−
1

2π2n

∫ −1

−∞
sin(2πnx)

xϕ′(x)−ϕ(x)
x2

d x −
1

2π2n

∫ ∞

1

sin(2πnx)
xϕ′(x)−ϕ(x)

x2
d x

�

=
1

2π2n

∫

|x |≥1

sin(2πnx)
xϕ′(x)−ϕ(x)

x2
d x .

(7)

En revenant à l’expression de (3), compte tenu des résultats de (4) et (7), on obtient enfin

〈Tfn ,ϕ〉 − 〈
1
π

vp(
1
x
),ϕ〉=

1
2π2n

∫ 1

−1

sin(2πnx)ψ′(x)d x +
1

2π2n

∫

|x |≥1

sin(2πnx)
xϕ′(x)−ϕ(x)

x2
d x . (8)

En prenant le module de l’expression de (8) et en majorant |sin(2πnx)| par 1 et
1
x2

par 1, pour |x | ≥ 1, on obtient

|〈Tfn ,ϕ〉 − 〈
1
π

vp(
1
x
),ϕ〉| ≤

1
2π2n

�

∫ 1

−1

|ψ′(x)|d x +

∫

|x |≥1

|xϕ′(x)−ϕ(x)|d x

�

.

L’intégrale du membre de droite est finie du fait que |ψ′| est une fonction continue dans l’intervalle [−1,1] et du fait queϕ ∈S (R),
donc x 7→ xϕ′(x)−ϕ(x) ∈S (R). En posant

C(ϕ) =

�

∫ 1

−1

|ψ′(x)|d x +

∫

|x |≥1

|xϕ′(x)−ϕ(x)|d x

�

> 0,

On peut remarquer que C(ϕ)≤ C p2(ϕ), d’après l’injection de S (R) dans L1(R). On déduit que pour tout n≥ 1 on a

|〈Tfn ,ϕ〉 − 〈
1
π

vp(
1
x
),ϕ〉| ≤

C(ϕ)
2π2n

Par passage à la limite lorsque n→ +∞ on conclut que pour tout ϕ ∈S (R)

lim
n→+∞

〈Tfn ,ϕ〉= 〈
1
π

vp(
1
x
),ϕ〉,

c’est à dire que la suite de distributions tempérées (Tfn)n∈N∗ est convergente vers la distribution 1
π vp( 1

x ) au sens de S ′(R).

5. Comme pour tout n ∈ N∗, gn ∈ L1(R) on sait que F (Tgn
) = T

cgn
(S ′(R)). Dans la question 1., nous avons aussi montré que pour

tout n ∈ N∗ et pour tout x ∈ R

cgn(x) =
1
i

fn(x).

et par conséquent F (Tgn
) = T 1

i fn
(S ′(R). Par application du résultat de la question 4. on déduit que la suite de distributions

tempérées (F (Tgn
))n∈N∗ est convergente vers la distribution 1

iπ vp( 1
x ) au sens de S ′(R).

F (Tgn
) −−−−→

n→+∞

1
iπ

vp(
1
x
) (S ′(R)). (9)

Mais comme on a démontré que la suite de distributions tempérées (Tgn
)n∈N∗ converge vers la distribution Tsgn au sens de S ′(R)

Tgn
−−−−→
n→+∞

Tsgn (S ′(R));

par continuité séquentielle de l’opérateur de Fourier dans S ′(R), on déduit que la suite de distributions tempérées
�

F (Tgn
)
�

n∈N∗
est convergente vers la distribution F (Tsgn) au sens de S ′(R)

F (Tgn
) −−−−→

n→+∞
F (Tsgn) (S

′(R)). (10)

Par conséquent, par unicité de la limite de la suite de distributions
�

F (Tgn
)
�

n∈N∗ dans (9) et (10) dans S ′(R), on conclut que

F (Tsgn) =
1
iπ

vp(
1
x
) (S ′(R)).
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