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EXAMEN FINAL
2ÈME ANNÉE LICENCE MATHS (2h)

Questions de cours. Indiquer si chacune des propositions suivantes est vraie ou fausse. Justifier votre
réponse.

1- Soit E un ensemble non vide.
a- On peut toujours définir une topologie sur E.
b- Si plusieurs topologies peuvent exister sur E, elles sont comparables.

2- Soient (E,d) un espace métrique et A une partie de E.
a- Si A est finie, alors A est fermée.
b- Si A n’est pas ouverte, alors A est fermée.

3- L’ensemble suivant :
a- A = {x ∈ R; α ≤ x≤ β} est compact dans R avec α,β ∈ R.
b- B = {(x,y) ∈ R2; −1≤ x≤ 1 et 0≤ y≤ 2} est compact dans R2.

4- Soit E =C1([0,1],R). Pour tout f ∈ E, l’application

N( f ) = | f (0)|+
∫ 1

0
| f ′(x)|dx

est une norme sur E.

Exercice 1 Pour tout réel a : on pose Ia =]−∞,a] et on note B = {Ia,a ∈ R}∪{ /0}. Soit τ la topologie
engendrée par la base B.

1- Préciser les ouverts et les fermés de (R,τ).
2- Donner l’intérieur et l’adhérence des ensembles suivants : A = {−5,1}, B =]−5,1[ et C = N.
3- L’espace (R,τ) est-il séparé?

Exercice 2 On définit sur l’espace de Banach (E,‖.‖∞) avec E =C([0,1],R), l’application suivante :
φ : E→ E par :

φ( f )(x) =
∫ x

0

f (t)
4+ t2 dt

1- Montrer que ∀x ∈ [0,1] : arctanx≤ x.
2- Sachant que arctanx =

∫ x
0

1
1+t2 dt, montrer que l’équation φ( f )− f = 0 admet une solution unique

dans E.

Interrogation écrite
1. Soient (E,d) un espace métrique, f ,g deux applications continues sur E et λ ∈ R. Montrer que

- A = {x ∈ E; f (x)< λ} est un ouvert de E.
- B = {x ∈ E; f (x)≥ λ} est un fermé de E.
- C = {x ∈ E; f (x) = g(x)} est un fermé de E.

2. Soit d la distance discrète sur E définie pour tout x,y ∈ E par :

d(x,y) =
{

1, si x 6= y
0, si x = y

1. Déterminer la boule ouverte B(x,r) où x ∈ E et r > 0.
2. En déduire que toute partie dans (E,d) est à la fois ouverte et fermée.
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