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Exercice 1. Considérons les fonctions g: R — R et i: R — R définies pour tout x € R par

g(x):{(x—l)—3 siox>1 h(x):{(x—n—% si x>1

0 si x<1 0 si x<1

1. Prouver que g ¢ L} (R) etqueh € L} (R)

loc

2. Pour tout ¢ € Z(R), on pose

+0c0
<u,¢>= lim (/1 g(x)p(x)dx — 2v/ne(1)).

n——+oo + %
(1) Montrer que cette expression existe et définit une distribution sur R, notée u.

(2) Soit I: R — R la fonction définie pour tout x € R par I(x) = x — 1.
Calculer au sens des distributions I.u.

(3) Soit v := T}, la distribution associée a la fonction k. Calculer au sens des distributions —v.

x
Montrer que la distribution v est solution (au sens des distributions) de 1’équation différentielle

d
ZIav +0=0 (2'(R)).

Démonstration. 1. La fonction g est définie presque partout dans R. Elle est de classe € dans [1, +-oo[ et dans
| — o0, 1[. Elle est donc intégrable sur tout compact de R, ne contenant pas le point x = 1. Cependant elle n’est
pas intégrable au voisinage de x = 1. En effet, soit K un compact de R tel que 1 € K. Comme K est borné on
peut supposer que K est un intervalle [1,¢] ot ¢ > 1. Pour tout ¢ > 0, l'intervalle [1 +¢,¢] C]1, 400, donc la
fonction positive g est intégrable dans [1+¢,c| eton a

c c 3 “Lliy—¢ _1 _1

/ g(x)dx = / (x—1)3dx = —2(x— 1) 3[=¢,, = —2(c—1)"% +2e7 %,

N .

xX=

c

Cependant ling ¢~2 = 400 donc lir% g(x)dx = +oo. L'intégrale /g(x)dx n’existe pasetdonc g ¢ L} (R).
e— e— K

loc
1+e
La fonction h est définie presque partout dans R. Elle est de classe ¢* dans [1,+oo[ et dans | — oo, 1[. Elle
est donc intégrable sur tout compact de IR, ne contenant pas le point x = 1. Soit K un compact de R tel que
1 € K. Comme K est borné on peut supposer que K est un intervalle [1, c] oit ¢ > 1. Pour tout ¢ > 0, I'intervalle
[1+¢ c] CJ1,+oo] donc la fonction positive & est intégrable dans [1 + ¢, ] et on a

c C

N|—=

h(x)dx:/ (x—l)_%dx:+2(x—1)% §§§+8:2(c_1)%_28 )

1+e J14e
c
Comme 11_{% ez = 0, alors 11_r>r(1) h(x)dx = 2(c — 1)% < 400, donc par application du Théoréme de Lebesgue
1+e
ona /Kh(x)dx = /[1 ] h(x)dx = /1Ch(x)dx =2(c— 1)% etdonc que h € L} (R).
.C

2. (1) Soit ¢ € Z(R) et n € IN*. Considérons ’expression

~+o0

un(p) = ( [, s@o(x)ix ~2v/ng(1).

1. Baréme de Notation sur 12 points :
1. :4 points-2.(1) : 4 points, 2.(2) : 3 points, 2.(3) : 4 points, 2.(4) : 2 point.
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Comme le support de ¢ est compact dans R, il existe R(¢) := R > 1 tel que supp ¢ C [—R, R] et pour
tout x € R tel que |x| > R, nous avons ¢(x) = 0. la fonction g est intégrable dans tout compact de R ne
contenant pas le point x = 1. En particulier elle est intégrable dans 'intervalle [1 + %, R] etdoncona

R
un) = ([, s(x)g(x)dx ~2/ng(1)).

En écrivant la formule de Taylor pour ¢ jusqu’al’ordre 1 au point x = 1, on a pour tout x € R :

p() = 9(1) + (x=1) [ ¢/(1+ 1z~ 1)t = (1) + (x— ().

Soit x € [1+ 1, R]. Dans ce cas ona g(x) = (x — 1)_% et par intégration sur [1 + 1, R]:

+o0 R 3 R 3 R 1
o s@edr= [ =) Fpr = o) [ =1 Fax+ [ (x=1) Fpxd

+1 1+1 +1
1.1 R
=-2(R-1)" 2+2(E) 29(1) +

Il s’en suit que

(7 sps—2iig)} = -2k =1)bo1) + [ fu(x) (as

ou pour tout x € R, on a posé
Fal®) = BT 1 ey ().
Comme h € L}

1 .(R), la suite de fonctions (f,),>1 est une une suite de fonctions dans L!(R) convergeant
simplement dans R vers la fonction f définie par

f(x) = 1)1 gy ()9 (x),
lorsque n — +co puisque pour tout x # 1,six > R,ousix < 1,ona f,(x) = f(x) =0etsil <x < R,il
existe ng > 0 tel que 1+ ni < x < R, etdonc pour toutn > npona f,(x) = f(x) =1.

En outre, la fonction || est bornée dans R avec |(x / |¢' (tx)|dt < sup|¢’(y)], la fonction h est
y€ER
intégrable dans [1, R]. Alors, pour tout n > 1 et pour tout x € R, nous avons clairement

[fn ()] < h(x X)) < suﬂg\qv’(y) ()11, (%) € L'(R).
ye
Le Théoréme de la convergence dominée assure par passage a la limite que
R
li dx = dx = h dx.
Jim [ fudx = [ fdx= [ n(x)godx
En revenant dans l'expression (2) par passage a la limite lorsque n — +o0, on a

tim_un(g) = lim { [ s()p(e)dx+ ~2/mp(1)} = ~2(R 1) 2p(1) + [ h(x)p()ix

n——+oo n——4o00 1_'_%

Notons cette limite < u, ¢ >€ C. On définit ainsi une application u: Z(R) — C. Cette application est
linéaire grace aux propriétés de I'intégrale. Prouvons qu’elle est continue pour la topologie de Z(RR).
Soit K un compact de R et ¢ € Zx(R). Alors il existe R(K) > 1 tel que supp ¢ C K C [-R(K), R(K)] et

R(K) R(K) 1
/ h(x)dx = / (x—1)"% = 2(R(K) — 1)}, d’ot
N 1
_1 1
[<u, ¢ >[ <2(R(K) =1)"2|p(1)] +Su£|¢'(y)|2(R( )—1)"2.
ye
Soit
pxa(@) = max {Sup\q) /(x)]} = max{sup|g(x)|, sup|¢'(x)[}.
0<k<1 xeK xeK
Alors, 11 s’en suit que si on pose Cx = 2(R(K) — 1)’% > 0, alors pour tout K compact de IR, il existe Cx > 0
et m =1 tel que pour tout ¢ € Zx(RR), on ait

|<u,@>| < Ckpri(e)

la forme linéaire u est bien continue pour la topologie de Z(RR), c’est donc une distribution sur R.
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Soit I: R — R la fonction définie pour tout x € R par I(x) = x — 1. C’est une fonction de classe ¥ dans
R. Soit ¢ € Z(R)., la distribution I.u multiplication d"une distribution avec une fonction de classe > est
définie par
—+o00
<Lu,¢>=<u,lp>= ngar_lw (/H,l, g(x)I(x)p(x)dx —2v/n(I1p)(1)).
Mais (I.¢)(1) = I(1)p(1) = (1 —1)¢(1) =0etsix > 1,ona g(x)I(x) = (x — 1)’%(35 —-1)=(x— 1)’% =
h(x),d’ott
—+00
<ILu,¢>= lim h(x)p(x)dx.

n—+oo J141

Comme la fonction i € L} (RR), une application du Théoréme de la convergence dominée a la suite de
fonctions intégrables (h,),>1 définie par h,(x) = h(x)l[1 1 r¢(x) montre que
—+00

<ILu,¢>= lim h(x)p(x)dx = /1R(x - 1)%qo(x)dx = /]Rh(x)(p(x)dx =<Tyh0>.

n—r—+00 1+%

Finalement on a prouvé que [.u =T, (Z'(R)).

, d
Soit v := Ty, la distribution associée a la fonction k. Evaluons la distribution P Soit p € Z2’'(R).On a
d / e —1
<%v,<p>:f<Th,<p >:f/1 (x —1)"2¢ (x)dx.

Comme le support de la fonction ¢ est compact dans R et supp ¢’ C supp ¢. Alors il existe R > 0 tel que
pour tout x € R tel que |x| > R alors ¢(x) = ¢'(x) = 0. Il s’en suit que

< iv >= —/R(x—l)*% "(x)dx
dx /q) - 1 4) .

Comme la fonction x — (x — 1)’% n’'est pas dérivable dans l'intervalle [1, R], on ne peut pas effectuer une in-
tégration par parties dans cet intervalle . Mais en utilisant le Théoréme de la convergence dominée comme
précédemment a la suite (hl[l +1] ¢')n>1, on peut écrire

R

d . _1
< LU e>= —n1_1>1’_'r_100 1+,17(x —1)"2¢'(x)dx.

En effectuant une intégration par parties dans l'intervalle [1 + %, R], justifiée maintenant, on a

/1iyll(x — 1)_%¢/(x)dx = [(x — 1)_%q)(x)}§j{+% + % /1:1(96 — 1)_%4)(x)dx

1 (R _3 1
@) =5 | G- p(dx — Vig(1+ )
1+1 n
1, (R _3 1
= UL =) R~ 2vig(1)} — Vel + 3) — (1)}
Or, en utilisant la formule de Taylor 1 pour la fonction ¢ en 1 a 'ordre 1 au point x = 1+ 1, nous avons
1 ~ 1 _ g Vn 1 _ i L
p(1+5)—9(1) = 1p(1+ ) etdonc lim (Va(p(1+3)—@(1)) = Lim =p(l+]) = lim ——p(1+
1) = 0, puisque pour tout n € N* 1_1>I£l (14 1) =y(1) = ¢/(1) . Finalement par passage a la limite
n <)
lorsque n — +co dans l’expression (3),
<A ose L tim ([ 1) Rp(x)dr — 2vip(1)) = — L < g >
dx'(P T 2 n5e 1+1 ¢ ¢ 2 P
d
c’est a dire que au sens des distributions Pl u (7/(R)).
(4) Nous venons de voir que au sens des distributions %ZJ =-tu (Z(R)), et Lu=v (2'(R)).donc
21%0 =—lu=-v (2'(R)), estadire que la distribution v vérifie 21%0 +v=0 (2'(R)).
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