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Notations

x =(xq,...,%,) : Elément de IR".

Q) : Un ouvert de R".

dQ) : Le bord de Q.

Rsq := [0, +o0).

v est I'unité extérieure normale a JQ).

L*(Q)) : Lensemble de fonctions bornées p.p sur Q.

LP(Q):={f : Q — RR; f mesurable sur () et tel que ||f|[;r(q) < oo

Q : La fermeture de Q.
CKQ) ={u e CF1(Q): 3 eCH1(Q),i=1,...,n.

i

Vu = ( u ax ) Gradient de u.
Au = g 1; 4ot 2 o % : Laplacien de u.
it = Uy, = ax : La dérivée partielle de u par rapport a x;.

1
llu(t, 20 (jQ (t,x) dx)
IIu(t,-)IILoo<Q> =inf{C ;[u(t,x)| < C p.p sur Q}

”u(t;-)nc(ﬁ) = sup|u(t, x)|
xeQ

e A :Opérateur illimité.

D(A) : Domaine de A.
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Introduction Génerale

Dans ce manuscrit, nous considérons le phénomene épidémique de réaction-diffusion
proposé dans [10] qui est une version étendue du modele épidémique SIS avec l'inci-

dence non linéaire u@(v). Le systeme est décrit comme suit :

%—dlAu:A—yu—/\u(p(v):: F(u,v) sur (0,00)xQ) "
%—dzAv =—0v+Aup(v):=G(u,v) sur (0, 00)x Q.
Tout au long de ce mémoire, la notation A désigne l'opérateur Laplacien sur QO , ou (2 est

un sous-ensemble ouvert borné régulier de R" a frontiére JQ). Les paramétres dy,d, > 0

sont les coefficients de diffusion. On suppose que les conditions initiales
uo(x) = u(0,x), vo(x) =v(0,x) surQ), (2)

sont dans C(Q)) et on impose des conditions aux limites de type Neumann homogénes

g—z = % =0 sur (0, 00) x dQ). (3)
On supposera aussi que les conditions initiales uy(x), vo(x) € Rxp.

Le systéeme considéré (1)-(3) peut décrire la transmission d’'une maladie transmissible
entre individus comme le VIH/SIDA. La population supposée dans le modele est divi-
sée en deux classes, sensibles et infectieuses [13]. Les fonctions u(t,x) et v(t, x) désignent
les densités de population non dimensionnelles des individus sensibles et infectieux au
temps t et a 'emplacement x respectivement. Le parametre constant A > 0 représente
la croissance moyenne des différentes catégories de susceptibles, que ce soit par la nais-
sance ou la migration, parfois appelée taux de recrutement de la population. En outre p

désigne le taux de mortalité naturelle, A est la vitesse a laquelle les susceptibles se trans-

forment en infectieux et o est la vitesse a laquelle les invectives guérissent de la maladie.
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Pour les besoins de cette étude, nous supposerons que y, o, A > 0. La fonction d’incidence
@(v) introduit une relation non linéaire entre les deux classes d’individus. Nous suppo-

sons ¢ étre une fonction continiment différentiable sur R* satisfaisant a

(0)=0 (4)

et

0<vp’'(v)<¢@(v) pourtout v>0. (5)

Les maladies infectieuses sont la principale cause de déces chez tous les organismes vi-
vants.

L'étude de I’épidémiologie a attiré l’attention d’un grand nombre de chercheurs dans le
but d’améliorer le traitement de ces maladies grace a la planification et aux prévisions
de la propagation de la maladie, réduisant ainsi les taux de mortalité.

Dans [15], Hethcote a étudié un modele simple résultant des incidences bilinéaires et
standard u¢(v) = Auv avec dy = d, = 0 et a prouvé que les régions de stabilité asymp-
totique pour les points d’équilibre dépendent du nombre de reproduction de base. Des
travaux et résultats similaires peuvent étre trouvés dans [6],[18],[27],[3]- Les incidences
non linéaires de la forme u¢(v) ont été étudiées dans [7],[4],[25],[16],[5]. Cependant, ces
études n‘ont considéré que le cas simple sans diffusion, qui ne tient pas compte de la
distribution des individus dans leur domaine spatial respectif. Dans [7], les auteurs ont
proposé un modele mathématique d’épidémie avec une incidence saturée S¢(I) qu’ils
ont utilisé pour étudier la propagation du choléra. L'étude a donné la positivité, 'exis-
tence globale et 'unicité de la solution du systéme ainsi que la stabilité asymptotique
des points d’équilibre en utilisant une extension de la théorie des seuils. Les auteurs ont

considéré comme exemple chiffré le cas

I
o(I) = K so0, a0

1+ (£)
Dans [35], Webb a établi l’existence de solution (S(t,.),I(t,.), R(t)) pour un modele SIR
spatialement de diffusion avec A = y =0, d; = d, et ¢(v) = Av dans 'unidimension-
nel (n = 1) région spatiale [-L,L]. En utilisant la théorie des semi-groupes linéaires
et non linéaires dans les espaces de Banach et les techniques de stabilité de Lyapu-

nov pour les systemes dynamiques dans les espaces métriques, les auteurs ont analysé
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le comportement des solutions lorsque le temps tend vers I'infini et ont montré que
(S(t,-),1(t,-),R(t,-)) — (Seo, 0,Ry,) avec S, R, étant des fonctions constantes positives
sur [-L,L]. Le méme scénario a été considéré de nouveau dans la section trois de [17]
mais avec A, p > 0.

Considérons un systéme d’oiseaux avec des conditions aux limites de Neumann homo-
genes, les auteurs ont étudié les bornes uniformes des solutions et la stabilité locale et

globale des équilibres. Dans le but d’établir la stabilité globale, la fonction de Lyapunov

1(. AV A

a été utilisée. Une enquéte similaire a été menée dans [9].

Un modéle d’infection entrecroisé décrivant la propagation du FIV a été proposé et étu-
dié dans [11]. Ce modéle reléve de (1) avec n > 1,d; > 0,A = p =0 et incidence bilinéaire
u@(v) = Auv. Une autre étude importante est [4], ou la stabilité asymptotique locale et
globale du modele épidémiologique simple avec @(v) = B[1 + ¢, (v)]v ont été étudiés au
moyen de la théorie de I'indice de Poincaré. L’étude a montré que le nombre de repro-
duction de base est indépendant de la fonction ¢, (v). Des fonctions de Lyapunov ont éte
proposées dans [19] pour les modéles EDO SIS et SEIR avec taux d’incidence ¢(v)g(u) et
A =p>0. Les mémes auteurs ont généralisé le taux d’incidence a la forme tres générale
f(u,v) et A =p >0 dans [20]. En utilisant des fonctions de Lyapunov étendues basées

sur celles construites dans [19], ils ont établi la stabilité asymptotique globale.

vu

Des incidences non linéaires plus sophistiquées de la forme k1 5 ont été étudiés dans

[23],[8], ou les auteurs ont considéré un modele de grippe aviaire et ont prouvé que la
stabilité asymptotique globale dépend du nombre de reproduction de base.

Une fonction de Lyapunov plus générale a été développée dans [25] et utilisée pour éta-
blir I’existence d’un équilibre endémique pour les modeles EDO SIS avec I'incidence non
linéaire @(v) = Aug(v).

De plus, un modele épidémique SIR spatialement de diffusion avec deux scénarios (d; =
0,d, > 0) et (d; > 0,d, = 0) a été supposé dans [22] avec tous les parametres étant spa-
tialement hétérogenes, ou @(v) = A(x)v et o(:), u(:), ¥(:), A(-) € C(Q;R) sont tous stricte-
ment positifs. La stabilité asymptotique globale de E, = (%,0) et E* = (5%(x),I*(x)) a
été étudiée et les auteurs ont conclu que les comportements dynamiques de seuil stan-

dard dépendent du nombre de reproduction de base. Plus récemment, les auteurs de [16]
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ont étudié la stabilité de 1’équilibre sans maladie et 1’équilibre endémique unique pour
un modele épidémiologique EDO SITAR avec un taux d’incidence général non linéaire
u@(v) a en utilisant I'approche géométrique.

Dans ce mémoire, nous avons étudié 1’existence des points d’équilibre et leurs conditions
de stabilité asymptotique pour le modele épidémique de diffusion avec une incidence
non linéaire.

Ce mémoire est organisé de la maniere suivante :

Le premier ! chapitre contient quelques outils nécessaires qui aident a faire ce travail
comme le théoréme des accroissements finis, le lemme de Granwall,... etc.

Nous avons également cité les deux théoremes les plus importantes, le théoreme de Cau-
chy Lipschitz et le théoreme de Hille-Yosida. Dans le deuxieme 2 chapitre, nous étudie-
rons l’existence locale et globale de la solution du probleme d’EDO et nous définirons
également le nombre reproduction de base Ry, du modele proposé et nous établirons
I’existence de deux équilibres. La stabilité asymptotique locale et I'instabilité de 1’équi-
libre sans maladie et de 1’équilibre endémique seront étudiées. Dans le troisiéme > cha-
pitre nous établirons l'existence locale et globale de la solution du probleme (1)-(3) et
nous montrerons également que les deux états stationnaires du modele sont globale-
ment asymptotiquement stables en utilisant une fonctionnelle de Lyapunov appropriée.
Enfin, dans le dernier # chapitre, nous présenterons quelques exemples numériques pour

valider I’analyse théorique présentée tout au long de ce mémoire.




Chapitre 1

Reésultats Preliminaires

Dans ce chapitre, nous allons introduire quelque résultats préliminaires et classiques

qui vont nous servir dans la suite de I’étude.

Théoréme 1.1 (Théoreme des accroissements finis). On considére a < b et une fonction

f :[a,b] — R continue sur [a, b] et dérivable sur |a,b[. Alors il existe c €]a, b| tel que

pro= LSt

a

Preuve. On considére la fonction F définie sur [a,b] par I'identité

F(x)=(f(b) = f(a))(x=D) = (b-a)(f(x) - f(a)), x€lab].

Par somme et produit de fonctions continues et dérivables , F est une fonction continue
sur [a,b] et dérivable sur |a, b[. De plus F(a) = F(b) = (f(b) — f(a))(a - b).
Par conséquent, d’apres le théoreme de Rolle, on obtient I’existence de c €]a, b[ tel que

F’(c) = 0.1l reste a remarquer que

F(c)= 0 (f(b)= f(a) ~(b=a)f () = 0
o flg= 1010

O

Théoréeme 1.2 (Théoreme des valeurs intermédiaires). Soit f une fonction continue et
strictement monotone sur un intervalle [a, b].

Sila condition f(a)-f(b) < 0 est vérifiée, alors il existe un unique réel c € [a,b] tel que f(c) = 0.




1.1 Théoréeme de Cauchy-Lipschitz

Lemme 1.1. Si f une fonction continue dans un voisinage de x et si f(xg) <0, alors da >0

tel que Vx€lxg—a,xo+a[, f(x)<O0.

Preuve. Soient a,b €I tels que: f(a)- f(b) <O.

Supposons par exemple que f(a) >0, f(b) < 0.

Soit c =supE, ou E = {x € [a,]], f(x) > 0} et montrons que f(c) = 0.
Ona:a<c<bsif(c)=0. Dapresle lemmel.l il existe un intervalle|c — 9, c + 9[ tel que
f conserve la signe de f(c) sur cet intervalle or ¢ = supE.

Donc contradiction c’est a dire que f(c) = 0.

O

Lemme 1.2. [Lemme de Gronwall] Soient u,v : [0,T] — R, deux fonctions continues et
soit ¢ : [0, T] — IR une fonction continue a valeurs dans IR telle que

t

u(t) < c(t) +f u(t)v(r)dt; Vtel0o,T].
0

Alors,
t
u(t) < c(t)eh "5 vrefo,T)

1.1 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Probleme de Cauchy

Considérons le probléeme de Cauchy

d
() =f(tx(1), telcR (1.1)

X(to):XO, toEI, X()EQ.

Ici I un intervalle non vide de R,x — Q C IR" une fonction inconnue définie sur I a

valeurs dans Q) un ouvert non vide de R", et f : I x ) — R" une fonction donnée.

e On dit que f est localement lipschitzienne par rapport a x s’il existe un voisinage V de

(to, x9) € I x Q) telle que

V(t,x1), (8, x2) € V, 31> 0, [If (£, x1) = f (£, x2)l| < Loy = x2]].

6]



1.2 Théoréme de Hille-Yosida

Théoreme 1.3 (Théoreme de Cauchy Lipschitz ). Soit le probléme de Cauchy (1.1)
i) Si f est continue sur I x Q).
ii) Si f est localement lipschitzienne par rapport a x, alors il existe une unique solution

du probleme (1.1) définie sur | = (tg—t,tg+ 1) C I (avec T >0 ).

Preuve. Voir[46] O

1.2 Théoreme de Hille-Yosida

1.2.1 Opérateurs accreétifs, m accrétifs dans un espace de Banach

Soit X un espace de Banach et A: D(A) C X — X un opérateur linéaire.

Deéfinition 1.1. On dit que A est accrétif dans X si
Yue D(A),YA>0:||lullx <|lu+ AAu||x.

Définition 1.2. On dit que A est maximal accrétif dans X si
(i) A est accrétif .
(ii)) R(I+A)=X.
i.e YveX,Alwe DA)/w+Aw =v.

Théoreme 1.4 (Théoreme de Hille-Yosida). Soit le probléme d’évolution

d—u+Au:f, t>0, xeQ
dt (P)
u(0,-) = uyg.

Si A est maximal accrétif dans X et f est localement Lipschitzienne, alors Yuy € D(A),3'u

solution locale de (P) définie sur (0, T) x Q).

Fonctionnelle de Lyapunov

La fonctionnelle de Lyapunov est un outil qui sert souvent a I’étude de la stabilité des

points d’équilibre des équations différentielles ordinaires ou bien aux dérivées partielles.

On dit que V : R” — IR est une fonction de Lyapunov pour une systéme ordinaire si :




1.2 Théoréme de Hille-Yosida

(i) V(x)=0ex=0
(ii) V(x)>0 VxeR"
(iii) %V(x(t)) <0 Vte(0,+oo).

Proposition 1.1 (Sur la trace et le déterminant d’une matrice).

Soit A;,1 = 1,1 les valeurs propres d'une matrice Ae M, (K), ona:

n
(i) trA = ZAi.
i=1
n
(ii) detA = ]_[/\i.
i=1

Principe du maximum

Considérons le probleme (P).
On multiplie la 1¢7¢ équation de (P) par (—u~) ou bien par (u*) et selon la donnée initiale,
on peut parfois déduire des propriétés sur la solution telles que la positivité ou bien le

bornage de cette solution.

ou:
u si u=>0
u” =sup(u,0)=
0 si u<o0
et
-u si u<0
u- =sup(-u,0)=
0 si u=>0
Propriétés

lL.u=u"—u"
2. lul=ut+u"
3. utu™=0
4. ut>0,u">0.
Formule de Green :
Soit Q) un ouvert borné de IR" de frontiére dQ de classe C! par morceaux, soient u €

H?*(Q)etwe HY(Q), alorson a

J;) Au(x)w(x)dx = - JQ Vu(x)-Vw(x)dx + o g—z(x)w(x)ds.




1.2 Théoréme de Hille-Yosida

n
. du L
ou: —v(x) =Vu(x)-v(x) = ;:1 a—wvi(x) est la dérivée normale de u.




Chapitre 2

Systeme d’EDO

Dans ce chapitre, nous allons étudié la stabilité locale du systeme aux équations diffé-

rentielles ordinaires découlant du systeme (1)-(3).

Supposons que les conditions initiales (1, v() € 1R§0' Notez que pour (u,v) € IRio,on a

F(0,v)=A >0
G(u,0)=0,

ce qui rend la fonction (F,G)T essentiellement non négative. Par conséquent, le quadrant
non négatif IR;O est un ensemble invariant,voir [[12], [28], Proposition 2.1]. En suppri-
mant la variable spatiale, le systeme proposé se réduit au systeme d’équations différen-

tielles ordinaires (EDO) suivant :

du =F(u,v) sur (0,00)
gt (2.1)
i G(u,v) sur (0,00),
avec conditions initiales
M(O) = Uy > 0, V(O) =7 > 0. (22)

Dans les sous-sections suivantes, nous définissons une région invariante pour le systeme,
identifions les équilibres du systéme et leur relation avec le nombre de reproduction de
base R, établir l’existence globale de solution dans le temps et étudier la stabilité locale

du systeme dans les EDO et EDP.

10




2.1 Existence globale

2.1 Existence globale

2.1.1 Existence locale

On va montrer que le systeme (2.1)-(2.2) admet une solution unique locale définie sur
(0, Tyyax) X Q.
On a par définition :
Fu,v)=A—-pu—-Aup(v)
G(u,v)=—-0ov+ Augp(v).
e F et Gsont continues sur IR;O (car @ est une fonction continue sur R*).
e [ estlocalement lipschitzienne par rapport a u et par rapport a v. En effet,

En dérivant F par rapport a u , on trouve

JF

2ol =1=n=2g()

<p+Ap(v).
D’autre part,on a
@ est continue sur [0,v], et dérivable sur ]0,v[. Alors d’apres le théoréme des accroisse-
ments finis ¢ €]0,v[ tel que : @(v)—¢@(0) = @’(c)(v - 0).
et d’apres (4) , on obtient : ¢(v)=¢’(c)v.

Par suite,

—|<p+Av|@’(c
| < s avle'
< Clloc

En dérivant F par rapport a v, on trouve :

JoF

oo| = 1= g’ @)

< Aulg’(v)]
D’apres (5) , on obtient :
oF ()l
dv|~ v
et d’apres le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction ¢, on trouve
JF
v

< Aulp’(c)l

< Czloc'

11




2.1 Existence globale

Donc les dérivées partielles F, et F, sont localement bornées.
D’ou le résultat.
e G estlocalement Lipschitzienne par rapport a u et par rapport a v. En effet,

similairement, en dérivant G par rapport a u , on trouve

JG

Ju

= Ap()|
< Cjy,,-
En dérivant G par rapport a v, on trouve
g—f‘ =|-0o+Aug’'(v)|
<o+ Aule’(v)|
< Cy,,-

Donc les dérivées partielles G, et G, sont localement bornées.
D’ou par le théoreme de Cauchy-Lipschitz, le systéeme (2.1)-(2.2) admet une solution

unique locale définie sur (0, T},,,) x Q.

2.1.2 Région invariante

Tout au long de ce mémoire, nous laissons N = u + v et 0y = min(o, #). Nous définissons

également la région

A
D:{(u,v):u,vZOetqué —}
00
La proposition suivante montre que D est une région invariante du systeme (2.1)-(2.2).

Proposition 2.1. La région D est non vide, attractive et positivement invariante.

Preuve. On commence par additionner les équations du systeme (2.1)-(2.2), ce qui donne

du dv
E+E—F(u,v)+G(u,v)
=1-pu—-Aup@)-v+Aup(v)
=l-pu-v
Donc
I vy =1 v)
dr Tdr - dp TV TR




2.1 Existence globale

Comme N = u +v et 0y = min(o, u) alors
iN(z‘)— 1—(uu+v)
dt TV
<1 -min(og, p)(u +v)

=1—-(u+v).

. d
Par suite, EN(t) <1-N.
Maintenant , par une intégration de la derniére inégalité sur [0,t], on aura

td t
L %N(S) < J; (1 - UoN(S))dS

N(t)-N(0) < J; (—ogN(s)+1)ds

t

N(t)SN(O)+J
0

D’ou, par application du lemme de Gronwall!-?, on aboutit a

t

N(t) < Nge o' +1 j e =9 ds Yt >0
0

t

= Nye %" + 1e_“°tj e 7%%ds
0
t

(—ogN(s)+ 1)ds.

ops

= Nye 9" + 1¢7%0! l
(o) 0

|

—opt 1 )

= Nye 90" 4 170!
0o 0o

Cela implique que
A
N(t) < = (1-e7")+ Noe ™", ¥t > 0.
00
En remplacant la valeur de N, on aura
A
(1 —~ e_aot) + (u+v)(0)e” %,

(u+v)(t) < —
0o

pour t > 0. Si les états initiaux satisfont (1 +v)(0) < —, alors
00
1 1
(u+v)(t) < — (170 )+ —e™'
00 00
— A — Ae_o-ot + Ae
0o Op 0p

—Uot

13




2.2 Stabilité locale

Par suite,
A
(u+v)(t)<—, Vt=>0
0o
et
1i N(t) = li ( (1)< li AL
Jim supN() = Lim sup(u+v)(t) < lim sup = = .
D’ou
A
lim supN(t) < —.
t—+o00 (o))
Ainsi , pour tout t € (0, T,,,,¢),
A
u(t,x) < —
o}
et
A
v(t,x) < —.
0o

Par conséquent , u et v sont uniforméments bornés sur (0, T,,,,,) x Q2.

On déduit que T,y = +00.

D’ou, le systeme (2.1)-(2.2) admet une solution unique globale définie sur (0, co) x Q).
Alors, la région D est positivement invariante et attractive dans RZ,. I suffit donc de
considérer la dynamique du modele dans D comme D est la région biologiquement
réalisable du systeme ou les résultats d’existence et d’unicité sont valables pour le sys-

téme. O

2.2 Stabilité locale

2.2.1 Existence de points d’équilibre et nombre de reproduction de

base R,

Dans cette section, nous envisageons a montrer I’existence de solutions d’équilibre pour

(1)-(2) et a calculer le nombre de reproduction de base.

Théoreme 2.1. Le systéme (2.1)-(2.2) a un seul équilibre sans maladie Ey = (%,0) . Sile
nombre de reproduction de base Ry = %go’(o) > 1, alors le systéme admet deux équilibres

distincts : Eg et I'endémie positive équilibre E* = (u*,v*) € R,

14




2.2 Stabilité locale

Preuve. Les équilibres positifs du modéele (2.1)-(2.2) satisfont
F(u,v)=A-Aup()—pu =0,
G(u,v)=Aup(v)—ov =0.

e Si u =0 alors,

F(0,v)=A
G(0,v) =—ov.
Mais,
F(0,0)=A=0
G(0,0) = 0.
D’ou ce systeme n’a pas d’équilibre.
e Siv =0 alors,
F(u,0)=A—pu
G(u,0) =0.

Fu,0)0=0=>A-puu=0

=>A=puu
A

Su=—.
H

D'ou , Ey = (%,0) est le seul point d’équilibre pour le systeme (2.1)-(2.2). Ensuite, nous
étudions les conditions d’existence d’un état stationnaire endémique dans le cas v > 0.

D’aprés la deuxiéme partie de (2.3) et parce que A > 0 et ¢(v) > 0, on obtient

ov
Ap(v)

En remplacant cela dans la premiere équation, on obtient

u=

Aov ov

o) P H Mp(v) =

A—-ov—
' Mp( v
En multipliant cette dernieére équation par 0V A9W) " on obtient
A
_/\M_Q(p(v)—]_ =0
O vV uo




2.2 Stabilité locale

On pose,
AX v) oA
vy = 24Py
po v o
Donc,
h(v)=0 pour tout v>0. (2.4)

h est continue pour tout v > 0. il clair que

lim h(v) = lim EM - G—/\(p(v) -1
v—0 v—>0\ uo v Ho
_im AP
v—>0 yo v
= lim M(p’(v) -1
v—0 o
= RO - 1,

ou R est le nombre de reproduction de base a identifier ensuite, on a

_ (AN _Adoy (A oA (A
oo S520(2)- (2]

Vo5 0p Ho 0p
_Aoo (A) oA (A
- FU(p 00 ”Ggo 00
po 00

Comme o0y = min(o, u) alors oy < o
ensuite, 0p—0 <0

Par suite,

Pour Rp>1,0na:
lim h(v) = Ry —1 > 0.

v—0
Donc,

h(ﬁ)hmh(v) - h(ﬁ)(Ro— 1)<0.

0g [v—0 (of}

En appliquant le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe un réel v* € (O, OAO) tel que

(2.4) soit vérifié.

16




2.2 Stabilité locale

On peut montrer que la fonction h est strictement décroissante pour tout v > 0 comme

suit,
dh, = AX(ve'(v)-@()\ oA |,
L e i
_AAve'(v) - @(v)] -0 Av’@'(v)
- uov? '

D’aprés (5)ona: ve'(v)—¢(v)<0.

D’ou

dh

““(w)<o.

7, )
Alors, il existe un réel unique v* € (O,OAO) tel que h(v*) = 0, ce qui implique l'existence
d’un unique u* = % . Notez que dans (UAO,+0<>) la deuxieme équation de (2.3) n’a pas

de solutions car

max h(v) < h(A) <0.
ve(;\—o,+oo) 0p

Ceci conclut la preuve.

O

Dans la preuve précédente, nous avons utilisé le nombre de reproduction R du sys-
teme (2.1)—(2.2). Il est maintenant temps d’identifier sa valeur au moyen de la méthode
des matrices de prochaine génération formulée dans [30] et décrite plus loin dans [[33],
Lemme 1 page 32].

Les systemes (2.1) a (2.2) peuvent étre réécrits sous forme vectorielle comme

vi| | Aup(v)-ov

Uy - A-Aup(v)—pu

Aug(v)
0

ov
A+ Aup(v)+ pu '

et

o Aup(v) ov
Les matrices jacobiennes correspondantes aux vecteurs
0 A+ Aup(v)+ pu

au point d’équilibre libre E; = (%, 0) sont données respectivement par

2'(0) 0] S 0
o o] |0 o0

17




2.2 Stabilité locale

et
o 0

AA )
o @'(0) m

Le nombre de reproduction de base R est simplement le rayon spectral de la matrice de

V 0
Vi W,

prochaine génération

AA AA
K=Sv'= (— ’(0))(0)—1 ="——¢’(0)
I v P‘U(p
qui est donné par
AL
— -1y = ’
Ro=p(sV™) =2 g/(0).

Maintenant que nous avons identifié deux états stationnaires constants pour le systéme
(2.1)-(2.2), a savoir E; = (%,O) et E* = (u",v"), nous passons a l’étude de leur stabilité
asymptotique locale comme décrit dans le théoréme suivant.
Théoreme 2.2. Pour le systéeme (2.1)-(2.2) :
(i) Si Ry <1, la solution d’équilibre libre E = (%,O) est le seul état stable du systeme et
est localement asymptotiquement stable.
(ii) Si Ry > 1, E est instable et I'état d’équilibre endémique constant positif E* = (u*,v")

est localement asymptotiquement stable.

Preuve. Pour prouver la stabilité asymptotique locale des états stationnaires constants,

nous utiliserons la matrice Jacobienne qui est donnée par

ouF, F,G, et G, sont les premiéres dérivées partielles.

Evaluons les rendements des dérivées

“Ap)-p  —Augp'(v) ]

J(u,v) =
Ap(v) Aup’(v)—o

(2.5)

En évaluant J(u,v) au point E; = (%, 0) et en utilisant (4) on obtient

-1 =AL'(0)

Ey) = .
J(Eo) [0 /\%(p’(o)—a
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2.2 Stabilité locale

La stabilité locale de E (%, O) repose sur la nature des valeurs propres correspondantes
a J(Eo).
Déterminant les valeurs propres de J(E).

Pour cela, on calcule le polyndme caractéristique de J(Ey).

Ona
., Ay
det(](EO)rIZ):det[[ o —Ae0) ][r 0]]
0 A%(p’(O)—a 0 r

—p-r  =A%¢'(0)
0 A%@’(O)—U—r

A
= (—ﬂ—r)(A—(p (0)—0—r)
K
A

=(p+ r)(r — /\;@’(0) + a).

Remarquant que
r est une valeur propre de J(Eq) & det(J(Ey)—rl,)=0.

Par suite, (y+7) (r - /\%(p’(O) + O') =0.

u+r=0

ou

H
alors
r=-u<0
r) = /\%(P’(O) o

Nous distinguons deux cas :

Le premier cas :

e Si Ry <1 alors %(p’(O) <1

ensuite, %(p’(O) <o

Doncg, 7, = )\%(p’(O) -0 <0.

D’ou I’équilibre E est localement asymptotiquement stable.

Le deuxieme cas : si Ry > 1.
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2.2 Stabilité locale

L’équilibre E est instable, car r, = /\%q)’(O) -0>0.
Mais le systeme possede un équilibre endémique positif E* = (1%, v*) ou u*,v* > 0.

Depuis E* satisfait (2.3), on a

A=A p(v*)+ pu*
{ ) +p (2.6)
_ Ao
—
En évaluant la matrice Jacobienne (2.5) au point E* = (1", v"), on aura
. o |TAe@) = —Aute’(v7)
J(w',v") =
Ap(vY) Au*@'(v)—o
et donc la trace de J(u*,v") est
tr(J(u,v")) = = Ao —u+ Au'@’(v*)—o
(J(u",v7)) p’)—p ¢(v') (2.7)
=~(Ap(v*) +p)— o + Au" @’ (v").
En utilisant (2.6), cela peut étre réécrit comme
A * * * * *
tr(](u*lv*)) — _( u go(::*) +I/lu ) _ Au ‘Zo*(v ) + Au*(Pl(v*)
_ A * (P(v*) ) *
= Mt( = @(v))
et d’apres (5) ,on a (pgf) > @' (v*).
Alors
(”7(;: ) ') > 0. (2.8)
Donc

tr(J(u*,v")) <0.
Le déterminant du Jacobien peut étre donné par
det(J(u",v")) = (-A@(v") - (A"’ (v") — 0) = Ap(v")(-Au" @' (v"))
= - V2u o) (v) + Ao p(v) = pAu @’ (v) + po + 22w p(v")’ (v").
D’ ou, det(J(u*,v*)) = Ao (v*) + po — pAu*@’(v*).

En utilisant (2.6), on obtient

det(J (u",v")) = A—Au:(,p*(w)@(v*) + ﬂ—wﬁ(v*) - pAut (V")
/\2 * *))2 *
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2.2 Stabilité locale

et d’apres (2.8), on obtient det(J(u*,v*))> 0.

D’ou I’équilibre E* = (u”,v*) est localement asymptotiquement stable.
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Chapitre 3

Systeme d’EDP

Maintenant, dans ce chapitre nous allons aborder la stabilité locale et la stabilité glo-

bale du systéme proposé (1)-(3) qui fait I'objet du travail de notre mémoire.

3.1 Existence locale

En supposant que la fonction ¢ satisfait les conditions (4)-(5), la proposition suivante
établit que les solutions du systeme (1)-(3) existent globalement dans le temps et sont
bornées par une constante dépendant des parametres.

Mais d’abord, nous énong¢ons un lemme qui a été développé dans [2] et qui deviendra

utile plus tard.

Lemme 3.1. La condition (5) implique que

0<

@ < ¢@'(0) pour tout v> 0. (3.1)

Proposition 3.1. Pour toutes données initiales non négatives (ug,vg) € C(Q) x C(Q) la solu-
tion non négative (u(t,x),v(t,x)) du systéme (1)-(3) existe de maniére unique et globale dans

le temps. De plus, il existe une constante positive C(ug, vo, A, u, A, 0) tel que ¥t >0,

lu(t, ey +1v(t =) < C. (3.2)

De plus, il existe une constante positive C(A, u, A, o) tel que Vt > T pour certain grand T > 0,

llu(t, )l + I0(E M) < C. (3.3)

22




3.1 Existence locale

Preuve. Définissons X =Y x Y avec ) =C (6). Etant donné

la norme sur X" est définie comme |[¢[| = |||y + [[P2]]y .
D’ou (X, || -||) est un espace de Banach.

Définissons aussi 'opérateur illimité

A:DA)cX —X

tel que
A(z) = (Ayu, Ayv)T = (d, A, dyA)T
et
D(A)=D(A;)xD(A,),
avec

D(/L):{(peCz(Q)ﬂcl(ﬁ): Ai(peC(ﬁ), ((99_(5:0 suraQ},pourizl,Z.

On peut écrire les systemes (1)-(3) sous forme abstraite dans X comme

du
dt
U(0)= Uy € X,

(t)= AU(t)+ Y(U(t)), t>0,

ou U(t) = (u(t,-),v(t,)T, Y(U(t)) = (F(U(t)),G(U(t))T et A =diag(A;,A,) dans lequel A;
est la fermeture de A; dans ) pouri=1,2.

L'opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique d’opérateurs
linéaires bornés {T(t)},,, au &, [39]. Depuis Y est localement Lipschitzienne en X'
D’apres le théoreme de Hille-Yosida le systéeme (1)-(3) admet une unique solution locale
(u(t, x),v(t,x)) pour t € [0, Tpax) €t x € Q, ot1 Ty, est le temps d’existence maximal, voir
[40]. O
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3.2 Existence globale

3.2 Existence globale

On a 5
a_lz_dlAu =A—pu—Aup@), (0, Tpu)xQ,
1(0,x) = 1o (x) x €, (34
u
E =0, sur (0; Tmax) x Q).

On peut facilement observer qu’il existe une solution supérieure pour (3.4) pour toutes

fonctions positives u et v. Cette solution supérieure est donnée par

A

En utilisant le principe du maximum pour obtenir u(t,x) <Ny,  V(t,x) € (0, Tay) X Q.
Pour cela, on multipliant la 1°7¢ équation de (3.4) par (u — N;)* et en intégrant sur O, on

obtient

J‘ a—u(u—Nl)+dx—dlj Au(u—Nl)J“dx:AJ (u—N1)+dx—yJ u(u—Np) dx
Q ot 0 o) o)

- /\JQ u@(v)(u—Np)tdx.

Par suite,
1d
2dt Jo

D’autre part, on a

(u—N1)+2dx+d1f |V(u—N1)+|2dx$Aj (u—NQ*dx—yJ u(u—Np) dx.
Q Q Q

u=u-N;+N;
:(H—Nl)+—(l/l—Nl)_+Nl.

Alors
Ld (u—Nl)”deAf (u—N1)+dx—yJ (u—Nl)ﬂdx—/uJ Ni(u—Np)Tdx
2dt Jg Q Q Q

< —ﬂJ;) (Nl - %)(M —N1)+dx.

A
Comme N; = max{%,lluollc(@} alors, Ny > ;

A
Donc N; ——>0.
H

Par conséquent,




3.2 Existence globale

Maintenant, on intégre sur [0, ¢]

ljtij (u—Np)"2dxds <0
2 OdS Q ! -

lj (u —N1)+2dx < %J (ug —N1)+2dx,
Q

2 Q
etona N; > IIuOIIC@) > Up.
Donc uy—N; <0= (ug—N;)* =0.
D’ou
1
0< EJ (u—Np)"2dx <0.
Q
Ensuite,
1
EJ (u—N;)"dx = 0.
Q
(u—N;)"=0 p.p.

Comme u € C(Q) alors (u—Np)*=0.

(u=Ny)=(u—Ny)"—(u—Ny)~
N

0
= —(M—Nl)_ < 0

D’ott u(t,x) < N; dans [0, T,,.,)xQ et par conséquent, u est uniformément bornée dans
[0, Tyax) X Q.

En intégrant les équations de (1) sur (), on obtient

J 8—udx—d1f Audx:AJ dx—,u.f udx—/\f up(v)dx.
o Jt 0 0 0 0

j @dx—cbj Avdx:—aj vdx+AJ up(v)dx.
Q ot 0 0 0

Utilisant la formule de Green et apres la simplification, on trouve

ij udx:Alﬂl—yj udx—/\f up(v)dx.
dt Jo Q o)

4 vdx:—af vdx+/\j up(v)dx.
dt Jo 0 0

et

et
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3.2 Existence globale

En faisant la somme des deux résultats précédents, on obtient

4 (u(t,x)+v(t,x))dx =|Q|A —J (pu(t,x)+ov(t,x))dx.
dt JQ Q
Comme o0y = min{y, G} alors,
4 (u(t,x)+v(t,x))dx < |Q|A—00J (u(t,x)+v(t,x))dx. (3.5)
dt Jo Q

Maintenant, en intégrant (3.5) sur [0, f] on trouve

J;)(u(t,x) +v(t,x))dx < JQ(uO(x) +vo(x))dx + Jt (lQlA -0y fg(u(s,x) + (s, x))dx)ds.

0

1 1.2

On appliquons le lemme de Gronwal sur cette derniere inégalité, on aboutit a

t

J (u(t,x)+v(t,x))dx < e_aotj (”o(x)+vo(x))dX+|Q|Aj o~00(t=5) 4.
Q Q

0
< e o0t L(uo(x) +vo(x))dx + lQlo% (1 - e_(’ot).

D’ou, pour tout t € (0, T,,4x)

j (u(t,x)+v(t,x))dx < N,, (3.6)
Q
ou N, = e“’OtIQ(uo(x) +vo(x))dx + |QIGA0 (1 —e ") >0.

Ainsi, pour tout t € (0, T;ux)
J v(t,x)dx < N,. (3.7)
Q

En suivant les traces de [[42], Théoreme 3.1] et en utilisant le v—équation, nous concluons
AN; > 0 cela dépend de N, tel que v(t,x) < N3 sur [0, Ty,4x) x Q.

Donc v est également uniformément bornée dans [0, T,,,) X Q. En utilisant la théorie
standard des systemes paraboliques semi-linéaires décrite dans [43], on en déduit T,,,, =
Q.

Lorsque T, = 0, le systéme (3.4) devient

%—dlAu:A—yu—/\u(p(v)sA—yu (0,00) xQ),
u(0,x) = up(x) < ||140||C(5) x €Q), (3.8)
g—Z:O sur (0,00) x 9Q.
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3.2 Existence globale

Maintenant, on va montrer par le principe du maximum que u(t,x) < w(t), V(t,x) €
(0,00) x Q.

ou w(t) = ||u0||C@)e"” + (%) (1 — e #') est I'unique solution du probléme

— =A-uw, t>0,
dt : (3.9)

w(0) = ””OHC(Q)-
On multiplie la 1 ére équation de (3.8) par (4 —w)* et on intégre sur (), on obtient

a—u(u—w)’de—le Au(u—w)+dx:AJ (u—w)ﬂix—yj u(u—w)*dx
o Jt 0 0 0

— /\J; ue(v)(u—-w)dx

Ld (u—w)+2dx+dlf |V(u—w)+|2dx§AJ (u—w)%lx—yJ- u(u—w) dx.
2dt Jo Q 0 Q

Apres la simplification, il vient que

0< % Lw,x) — (1)) ?dx < %IQ(“O(X) - w(0))?dx.

Comme w(0) = ||u0||C@) >uq alors uy—w(0) <0,
ensuite (15— w(0))* = 0.
D’ou

1

> L(u(t, x)—w(t)2dx =0,

(u(t,x)—w(t))* =0 p.p.
Or u € C(Q), donc (u(t,x) - w(t))* = 0.

D’ou u(t,x) < w(t) pour t € [0, 00).

En conséquence, pour x € Q on a
u(t ) <w(t) =5 2.
I
Nous avons donc une borne supérieure pour |[u(t,-)||~q) indépendante des conditions
initiales étant donné un ¢t suffisamment grand. En appliquant [[44], Lemme 3.1] on
trouve que |[v(t,-)||;~(q) est aussi bornée par une constante positive indépendante des

conditions initiales pour un assez grand t.
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3.3 La stabilité de ’EDP

3.3 La stabilité de I’EDP

3.3.1 Stabilité locale

Nous avons déja établi des conditions suffisantes pour la stabilité asymptotique locale
du systéme (2.1)—(2.2) dans le scénario ODE. Examinons maintenant le cas plus général

(1)-(3) ’EDP.

Théoreme 3.1. Pour le systéme (1)-(3) :
(i) Si Ry <1 l'équilibre sans maladie Ey = (%, O) est localement asymptotiquement stable.
(ii) Si Ry > 1 Iéquilibre stable endémique constant positif E* = (u*,v") est localement
asymptotiquement stable.

Preuve.
(i) En présence de diffusion, le point d’équilibre Ej = (%, O) satisfait

diAu+ A - Au*p(v*)—pu* =0,

dryAv+ A p(v*)—ov* =0,

aux frontieres de Neumann

g—Z:g—Z:O sur R* x dQ.
On note la suite indéfinie de valeurs propres positives pour 'opérateur Laplacien
(—A) dans () avec conditions aux limites de Neumann par 0 = 1p < A; <A, < A3 <
.-+ /" Notez que la premiere fonction propre est une constante, c’est pourquoi
la valeur propre correspondante est égale a zéro. La séquence correspondante de
fonctions propres est notée par (®;; )]'=Tmi ,ou m; > 1 est la multiplicité algébrique

de ;. Ces fonctions sont les solutions de

—ACDI‘]':/\,'CDI‘]' sur Q,

=0 sur JdQ.
v

Les fonctions propres sont normalisées selon

23 = | @3 00dx=1.
Q
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3.3 La stabilité de ’EDP

L’ensemble des fonctions propres {CDij 1120, = Tml} forme une base orthonor-
mée compléte dans L?(QQ). En ordre pour établir la stabilité asymptotique locale
des états stationnaires, il faut examiner toutes les valeurs propres de l'opérateur
linéarisant et si elles ont toutes des parties réelles négatives, alors la solution est

localement asymptotiquement stable. Lopérateur de linéarisation peut étre donné
par
diA- -ALe'(0
L(E) = 1R —H ﬂ(P( ) .
0 d2A+/\%g0’(0)—0
En utilisant la méme méthode de [1], la stabilité de E, revient a examiner les

valeurs propres des matrices

—di A - 1200
Ji(Eg) = Ak g (0) pour tout i > 0.
0 —dy); + /\%(p’(O) —0
Pour cela, on calcule le polynome caractéristique de J;(Ey).
—di i —p—ri -A89'(0)
det(J;(Eo) —rily) = l l I
0 _d2’\i+/\ﬁ(P (0)—0’—1’1'

A
= (Ti + dl /\i + ,u)(ri + dz/\i — /\;(P’(O) + G).
Par suite,

rn=—diAi—p .
det(J;(Eg)—r1il) =0 pour tout i > 0,

tip = —d2/\1‘ + /\%(P’(O) -0
ri=—diAi+n
tip =—dyAi+13

Depuis r; et r, sont négatives pour R < 1 et puisque les valeurs propres de Lapla-
cien sont positives et en ordre croissant, r;; et r;, ont clairement des parties réelles
négatives pour Ry < 1 conduisant a la stabilité locale de E, = (%, O).

(ii) Le deuxiéme état stationnaire E* = (u*,v*) satisfait

diAu+ A - A ) —pu* =0

drAv+ Au*p(v*)—ov* =0,

Ju dv N
8_1/_%_0 sur R x 0Q).
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3.3 La stabilité de ’EDP

L'opérateur de linéarisation correspondant est
diA—Ap(v') - -Aur @’ (v*
cE)=|M ) —p o'Wy
Ap(v¥) dHA+ Au*@'(v*)— o
D’ou la stabilité de E* repose sur la négativité des parties réelles des valeurs

propres des matrices

—diA; = Ap(v*) - “AurQ’(v*
Ji(E*) = 1Ai=Ap@) —p W) , pour touti > 0,
Ap(v™) —dr)Ai + Au@’'(v') -0

qui est garanti sila trace et le déterminant de J;(E*) remplit les conditions tr(J;(E")) <
0 et det(J;(E*)) > 0 pour tout i > 0. La trace de J;(E*) est donnée par
tr(Ji(E") = —d1A; —da A = Ap(v") — p+ Au" ¢’ (v") — 0,
=-=Ai(dy +dy) + tr(J(u”,v7)).
Depuis tr(J(u*,v*)) < 0, il s’ensuit que tr(J;(E*)) pour tout i > 0. Le déterminant est donné
par
det(Ji(E") = (~dy Ay = Ap(v") — p)(~d i + 1"/ (v") — 7) = Ap(w”)(~Aw" ' (v")
=d dy A2 —di M A (V') + ody A + dy i dp(vY) — ACut (v  (v7)
+OAP(V) + pdy Aj = pAi @' (v') + po + A2 (v @ (v),
=dydy AP + N [~d At (vY) + dyo + dy dp(v') + pdy ] + Ao p(v7)
+ po — pAu* Q' (v*).
Par suite,
det(J;(E*)) = ddoA? + A;Hy +det(J (u*,v*)) pour tout i >0,
ou
Hy=-diAu"@'(v")+dio + Ap(v')d, + pd,.
En utilisant (5) et (2.6), on considere que

At p(v)
1 "

Hy > —dyAu* (P:j ) 4 + A@(v')dy + uds,

=dy(Ap(v') + ),

A
=d,—>0
21/[*
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3.3 La stabilité de ’EDP

qui conduit a
det(J;(E*)) = d1d,A? + A\;Hy + det(J (u*,v*)) > 0, pour touti > 0.

D’ou, E* est localement asymptotiquement stable. O

3.3.2 Stabilité asymptotique globale

Ensuite, nous étudions la stabilité asymptotique globale des deux états stationnaires E,
et E*. La stabilité globale dépend du nombre de reproduction R, c’est pourquoi nous
avons décidé de traiter les scénarios Ry < 1 et Ry > 1 séparément. Mais d’abord, énongons

un lemme nécessaire tiré de [31] qui aidera les preuves a venir.

Lemme 3.2. Etant donné que ¢ satisfait au critére (5) et

L(x)=x-1-In(x), pour toutx>0, (3.10)
U'inégalité
¢ ) ( v )
LI—=|<L(—|, 3.11
(fp(v*) v 311

ou v* est la deuxiéme composante du point d’équilibre E*.

Preuve. On peut séparer la preuve en deux cas :

1. Le premier cas est v > v™.

Posons (v) = @, pour tout v > 0.

On peut montrer que la fonction 1 est décroissante pour tout v > 0, comme :

dp(v) _ve'(v) - p(v)

dv v?

La condition (5) donne
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et par conséquent,

1< P v
p) " v
Maintenant, on étudie la monotonie de la fonction L comme :
1 x-1
L'(x)=1--= , x>0
X X

L'(x) <0 0<x<1= L est décroissante.
L'(x)>0& x>1 =L estcroissante.

*

Comme L est croissante pour tout x > 1 alors on aura : (3.11) pour tout v > v".

2. Le deuxiéme cas est 0 <v < v*.

Encore une fois, puisque ¢ est une fonction décroissante on a

et étant donné la nature croissante de ¢, on se retrouve avec

P(v) < p(v7).

En conséquence, nous obtenons

Depuis L est décroissante pour 0 <x <1, on aura (3.11).

3.3.2.1 Stabilité asymptotique globale pour R < 1

Etablir la stabilité asymptotique globale de 1’équilibre sans maladie E,,, nous considérons

Volt) = L

comme fonction de notre candidat Lyapunov. Le but de cette sous-section est d’obtenir

2
A 1
uv+g(u——) +—v2+év}dx, oub >0,
2 2 2 o

une condition plus faible que celle de [10].

Théoreme 3.2. Si Ry <1 alors E est un état d’équilibre sans maladie globalement asympto-

tiquement stable pour le systéme (1)-(3) sous I"hypothése

__K*o
A AY

A(64+2)

o

@'(0) < (3.12)
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3.3 La stabilité de ’EDP

avec
o> [ditd)”
4d,d,

Preuve. Pour prouver que E; = (%, O) est globalement asymptotiquement stable, il faut

(3.13)

montrer que Vy(t) est une fonction de Lyapunov. La définition positive de Vy(t) est évi-

dente. L’évaluation de sa dérivée par rapport au temps donne

d ou dv A\ du v A dv
%V(t)_IQ(§v+u§)dx+9JQ(u—;)§dx+ vadx+g Qﬁdx’

:Il+l2+131

ou

et

I; = J v@dx+ A @dx.

D’apres (1) on a

du
— =diAu+A—puu—-Aup(v)
gt : 4 v (3.14)

v
— =d,Av - :
5 drAv—ov+ Augp(v)

Substituant les valeurs des dérivées partielles de (3.14) dans 11,1, et I3

L :dlf Auvdx+Aj vdx—/uf uvdx—/\f uvp(v)dx
@) 0 0] 0
+d2J- Avudx—af uvdx+Aj uzgo(v)dx.
Q o) o)
:dlf Auvdx+dzf Avudx+AJ vdx—)\f uve(v)dx
0 @) @) @)
+/\J u2¢(v)dx—(a+y)f uvdx.
@) Q
Izzdlej Auudx+A9J udx—y@f uzdx—/\Qj u@(v)dx
Q Q O Q
2
—Qédlf Audx—GA—J dx+A6J udx+/\9éj up(v)dx.
g Q # Jo Q #Jao

A A? A
:dlef Auudx—@—dlj Audx—y@f [u2+—2—2u—ldx
Q H Q Q M H

—AQJ uzgo(v)der/\Géf up(v)dx.
Q # Jo
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et

A
I3 :dzj Avvdx—af vzdx+Aj uV(p(v)dx+—dzf Avdx
Q Q Q o Q

—AJ vdx+/1éj up(v)dx.
Q 0 Jao

En utilisant la formule de Green avec des conditions aux limites de Neumann homogenes

supposées, on est conduit a

I :—(d1+d2)j Vqudx+AJ vdx—/\f uvgo(v)dx+)\f u?@(v)dx
o) o) Q Q

—(o+ /u)j uvdx,
Q

2
Izz—dléf |Vu|2dx—;/t6J (u—é) dx—AGf uzgo(v)dx+A6éf up(v)dx.
Q Q 4 Q # Jo

et
2 2 A
I3 :—dzf V| dx+/\J uv(p(v)dx—af v dx+A—J u(p(v)dx—AJ vdx.
Q Q Q 0 Ja Q

La somme des termes Iy, I, et I3 donne

ng(t):—dlf)f |Vu|2dx—(d1+d2)f Vqudx—dZJ |Vo|>dx
Q Q Q

dt
2
+/\(1—9)J u2¢(v)dx—(0+y)f uvdx—y@f (u—%) dx
Q 0 Q

- GJ v2dx + /1(9é + é)J up(v)dx.
Q B 0/Ja

=1+],

ou
I:—dlej |Vu|2dx—(d1+d2)J Vqudx—dzf |Vv|dx.
Q Q Q

et

J=M1-6) Lu2<p<v>dx+A(9%+%)Lw(v)dx

A2
—(a+;4)f uvdx—y@f (u——) dx—aj v2dx.
Q Q K Q
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Le premier terme peut s’écrire

I= —J Q(Vu,Vv)dx,
Q

ou Q est une forme quadratique par rapport a Vu et Vv, c’est a dire
Q(Vu,Vv) = d,0|Vul* + (dy + dy)VuVv + d,|Vv|?.
On calcule A* le discriminant de Q(Vu, Vv)
A" = (dy + dy)?|Vv|?> — 4d,60d,|Vv|?,
:Ww2«m+dg2—mh@ey

D’aprés (3.13) on a
(dy +dy)* —4d,d,0 <0 avec (d,60 > 0).

Donc A*<0.

D’ou Q(Vu, Vv) est positive et I <0.
(dy +dy)?
4d,d,

2
]S/\(GQ+A)J‘ u(p(v)dx—(o+y)j uvdx—y@f (u—é) dx—oJ v2dx.
B oo)Jao Q Q M Q

Lapplication du lemme 3.1 donne
2
A A A
J < f [/\(9——1- —)(p’(O)—(/u+a) uvdx—y@j (u——) dx—crf v2dx. (3.15)
Q @) g Q

H (o

D’autre part, en utilisant I'inégalité 6 > >lona

D’apres (3.12) on a

A A
AM—+—=]¢’(0) < .
( ﬂ+6)¢()—ﬂ+0
Alors,
A A
AlO—+— @’ (0)- <0.
( y+0)¢()(ﬂ+@—
D’ou ] <0.
Par suite, %Vg(t) < 0 pour tout t > 0 avec Vy(t) = 0 étre vrai quand (u,v) = (%,O).

Enfin, par la méthode directe de Lyapunov, Ej est globalement asymptotiquement stable.

O
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3.3 La stabilité de ’EDP

3.3.2.2 Stabilité asymptotique globale pour R, > 1

Théoreme 3.3. Si Ry > 1 alors E* est un état stationnaire endémique globalement asymptoti-

quement stable pour le systéeme (1)-(3).

Preuve. Pour cette preuve, nous considérons la fonction candidate de Lyapunov

V(t) = L [u*L(%)H/*L(%)] dx, (3.16)

qui est une fonction définie positive et continiment dérivable. Tout d’abord, notez que

d u 1 u*\ du
#(E)—;(l‘z)w

La dérivée de V par rapport a t donne comme suit

d u*\ du v*\ dv

La substitution de (3.14) dans cette derniere formule, fournit

iV(t) = Jﬂ(l — u—*)(dlAu +A—/\u(p(v)—yu)dx+f

dt u Q

Similaire au scénario précédent, nous appliquons la formule de Green aux bornes de

(1 - %)(dzm £ Aug(v) - ov)dx.

Neumann supposées pour étendre la dérivée a

%V(t) - _d, JQV(l —%*)VudXJrAJQ(l —%*)dx—/\jg(l —%*)u(p(v)dx
—yJQ(l —%*)udx—dngV(l —%*)Vvdx+AL(l - %*)u(p(v)dx
—(TJ- (1 —v—*)vdx
Q v

=I+],
ou
wof 1 (1
I:dlf u V(—)Vudx+d2f v (—)Vvdx.
Q u Q \V
1\_ V
o V)=
V(3)=-T
Alors

I:—dlf u—2|Vu|2dx—d2f 2 |VvlPdx
Qu Qv

> - (3.17)
:—J [d1—2|Vu|2+d2—2|Vv|2] dx <0.
Q u v
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3.3 La stabilité de ’EDP

et
J= J;) (1 - %)[A - Aup(v)—puldx + IQ (1 - %*)[/\u(p(v) —ov]dx. (3.18)

En utilisant (2.6), on trouve

J= J;) (1 - %)[/\u*(p(v*) +pu = Aup(v)— puldx
L0 - b

= JQ(yu*—yu)(l - %*)dx+fg (/\u(p(v)— M)(l - %*)dx

« [ )= dupen(1-2)ax.
Q

u

La simplification de I’équation résultante conduit a

2 S (2o

+AuWﬂVﬂJ\@. ”¢“°)(1_E)dx (3.19)

ol wo@) u

- L[im*h A () ldx,

ou

et

v) _uppt v, uw up() e

v we)y v u o we) @)

h—@—%—i+ﬂ
u u

:—(%—1+E——q
u u
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D’ou

Ji =—L(—)—L(£). (3.20)

R ) R R R

g [ (),
)

et

u
_(e@)\ (v (uet) (u @)\ (v  [up@p
- (cp(v*)) () L(u*q)(vﬂv) L(u)”“(cpw)) in(57) 1“(u*<p<v*>v)
—ln(u—*)
u
Or
¢(v) v u up@p*\ . (@) v u up(v)v*
ln((p(v*))_IH(F)_m(;)_ln(u*(p(v*)v) _ln((p(v*) .7.5)_ln(u*(p(v )v)
_ 1n( up(v)” )—m( up(v)” )
wo(v*)v wo(v)v
=0.
Donc (
3 u* p(v) v up(v)v”
]2__L(Z)JrL((p(v*))_L(?)_L(u*(p(v*)v)' (3.21)

il s’ensuit que
J = —;m*jQ [L(%)+L(1§)] dx—/\u*go(v*)fQ lL(%)+ L(%)l dx

+ /\u’*qo(v*)fQ L(%) —L(vl)] dx.

Profitant de la positivité établie de L et en appliquant le lemme 3.2, on aboutita ] <0.

D’ou %V(t) < 0 et par conséquent, V est décroissante pour tout t > 0 avec V(t) =0
seulement a I’état d’équilibre E* = (u*,v").
Enfin, La stabilité asymptotique globale de E* découle de la méthode directe de Lyapu-

nov. O

3.3.3 Remarque importante (Stabilité globale pour ’EDO)

Il est important de noter que pour le systeme (1)-(2) dans le cas ODE, nous avons les

résultats suivants :
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3.3 La stabilité de ’EDP

(i) Pour Ry < 11’équilibre sans maladie E, est globalement asymptotiquement stable.
Ce facile a établir comme d; = d, = 0 et il suffit donc de choisir 6 = 1 dans Vy(t).
(ii) Pour Ry > 1 et pourvu que la condition (5) soit satisfaite, 1’équilibre endémique

E* = (u*,v") est globalement asymptotiquement stable.
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Chapitre 4
Applications et exemples numeriques

Bien que les méthodes analytiques que nous avons utilisé pour obtenir les principaux ré-
sultats de cette étude soient théoriquement solides, il est toujours avantageux d’utiliser
des solutions numériques pour illustrer et confirmer leur validité.

Nous considérons une fonction d’incidence de la forme u¢(v) satisfaisant a (5) et nous
évaluerons la stabilité asymptotique locale et globale de 1’équilibre sans maladie E,
lorsque R < 1 et I’équilibre endémique E* lorsque R > 1.

L’accent sera mis sur les principaux résultats du mémoire tels que rapportés dans les
théoremes 3.2 (condition (3.12)) et 3.3.

Dans ce qui suit, nous examinons trois exemples numériques différents.

4.1 Premier exemple
Dans ce premier exemple, on considere la fonction
@(v) = av, pour tout a > 0.

Le probléeme résultant est donné par

d

g—btl—dlAu =-dauv+A—-pu sur (0,00)x(Q),
v

— —d,Av = dauv —ov sur (0,00)xQ),

u(0,x) = up(x), v(0,x) =vo(x) sur Q,

%:%:0 sur (0,00) x dQ
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4.1 Premier exemple

qui est un cas particulier du systeme (1)—(3).

En fait, le systeme (4.1) est identique au systéme oiseau proposé dans la section 3 de [17]
et dans [9] mais avec d; = d,. Le scénario EDO de ce modeéle a été traité plus tot dans [18]
et [38] respectivement.

Les conditions (4) et (5) sont clairement satisfaites car

av=vp'(v) < @)= av.

Le systeme (4.1) possede deux états stables constants
A o u
Eg=(—,0] et E*:(—,— Ro-1 )
o= (0] T ry-1)
Notez que le deuxiéme état stationnaire E* n’existe que lorsque le nombre de reproduc-
tion Ry = ;\l—?q)’(O) = ;\1_20‘ > 1 et est globalement asymptotiquement stable. Notez égale-
ment que le premier état stationnaire E, est globalement asymptotiquement stable in-

conditionnellement dans le cas EDO et sous réserve de

M<Q<ﬁ ,u+0'_é
- Aa o)

4d,d, A

lorsque d; #d, eta 6 =1 quand d; = d, dans le cas EDP. Comme détaillé dans le Tableau
4.1, nous utilisons différents ensembles de parametres pour obtenir des solutions numé-
riques dans ’EDO et 'EDP. Notez que tout au long des simulations EDP, nous supposons

une seule dimension spatiale avec 2 = (0,10).

Voici une description des résultats :
e La figure 4.1 montre les solutions dans le cas EDO soumis aux ensembles 1 et 2,
avec Ry = 3.7333 et Ry = 0.9524 respectivement. Dans le premier cas, comme R >
1,E* = (4.2857,20.5) est globalement asymptotiquement stable. Dans la seconde
cas Rg<1et Ey=(6.8571,0) est globalement asymptotiquement stable.
e La figure 4.2 illustre la solution dans le cas EDP soumis au jeu de parametres 1,
ou Ry = 3.7333 > 1 qui par le théoreme 3.3 signifie que E* = (4.2857,20.5) est

globalement asymptotiquement stable.
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4.1 Premier exemple

e La figure 4.3 illustre la solution dans le cas EDP soumis au jeu de parameétres 2,
ou Ry = 0.9524 < 1. Par le théoreme 3.2 et donné 0 € [%,%],EO = (6.8571,0)

est globalement asymptotiquement stable.

TaBLE 4.1 — Parametres de simulation pour I’exemple 1 : systeme (4.1).

Ensemble | Figure Ug Vo dy|dy | A a| o |A|p Ry
Cas | Ensemble 1 | 4.1(A) 6 3 -l -3 2]8]33.7333
EDO | Ensemble 2 | 4.1(B) 6 3 -l -2 & 5| 6]%09524
Cas | Ensemble1 | 4.2 |4+ |5 8000 | 3 1 5 11312 )g)|1/37333
EDP | Ensemble 2 | 4.3 | 4+ <2 |5 sl | 3| 5 1o L | 216 | 7]00954

(A) (B)

20r

2
1 L

a . . . . o h

1] 20 &0 &0 - 100 0 20 40 G0 B0 100

Time ¢ Time £

Ficure 4.1 — Solutions numériques du systeme (4.1) (cas EDO) soumises aux premier et

deuxiéme ensembles de parametres.
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4.2 Deuxiéme exemple

u(t, x)
v(t, x)

Distance « lime ! 0o Distance x

Ficure 4.2 - Solutions numériques du systeme (4.1) soumis au premier ensemble de

parametres.

Time ¢ OR"(D-

Distance x Distance x

FiGUure 4.3 — Solutions numériques du systéme (4.1) soumis au deuxiéme ensemble de

parametres.

4.2 Deuxieme exemple

Le deuxiéme exemple numérique qui nous intéresse est I'extension EDP du modele EDO

SIR étudié dans [23] qui est un cas particulier de (1) avec ¢(v) = %, a>0etk>0.
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Le systeme résultant est décrit par

Ju

?ﬂilAu ——/\f‘fk’; +A—pu sur (0,00)xQ),
——d,Av = ‘””’ ~—0ov sur (0,00)xQ),
u(0,x) =up(x), v(0,x) =vg(x) sur Q,

Jou dv

5_(9_1/_0 sur (0, 00) x Q).

Les conditions posées (4) et (5) peuvent étre facilement vérifiées. Il est évident que

e(0)=0 et ¢(v)>0 pourtout v>0.
Aussi, la dérivée de @(v) est donné par
o av Y
P v)= ( 1+ kv)
=% S0 et "0)=a
T (1+kv)? pi=a
De plus, nous avons
vg/(v) = v < o = ()
P VA k) S Tr ke O
Les états stationnaires constants du systéme (4.2) sont
A . [0(1+kv) (Ryp—-1)
Ey=(—,0 t E'= , :
“ (;4 ) ) ( o Fasky

TaBLE 4.2 — Parametres de simulation pour I’exemple 2 : systeme (4.2).

Ensemble | Figure Ug Vo dy|dy | A | a|o| A|lpulk Ry
Ensemble 1 | 4.4(A) 3.3 5.6 - - Ll §| 3|25 27764
Cas | Ensemble 2 | 4.4(B) 6.2 8.5 -l -1 2|%|3|5]|%|%]|0.8750
EDO | Ensemble 3 | 4.5(A) 2.6 1.4 -l -l 5822327764
Ensemble 4 | 4.5(B) 4.5 4.6 -l -1 2|%|s|5]|2]|7]0.8750
Ensemble 1 | 4.6 9.3+ | el |31 o | 2146133 411107764
Cas | Ensemble 2 | 4.7 | 10.6+ <20 | 144300 | 3| 5 | 7 1 416331 413])7764
EDP | Ensemble 3 | 4.8 | 6.2+ °°S(02) 0.5+3M9 | 3 12| o | L 4|5 ]4)2108750
Ensemble 4 | 49 | 8.6+ | 45450 [ 795 [ 114l 5 40705750
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4.2 Deuxiéme exemple

Encore une fois, E* existe et est globalement asymptotiquement stable a condition que le
AA

nombre de reproduction R\ = o> 1

D’autre part, E, est globalement asymptotiquement stable dans le cas EDO sans condi-
2

tions et dans le cas EDP si (dixfz) <0< %(% - %) lorsque d; # dy et 6 = 1 quand

dy = d,. Le tableau 4.2 montre le parametre ensembles utilisés dans les simulations nu-

meériques.

Voici une description des résultats :

e Les figures 4.4 et 4.5 illustrent les solutions numériques obtenues a 1’aide des
quatre ensembles de parametres dans le cas EDO avec des états stationnaires
E* =(8.2688,2.4524), E; =(8.75,0), E* =(9.8534,0.5509) et E; = (8.75,0) respecti-
vement. Dans les quatre scénarios, les méthodes analytiques et numériques s’ac-
cordent a dire que les équilibres sont stables.

e La figure 4.6 montre la solution EDP obtenue en utilisant le jeu de parameétres 1
avec E* = (8.2688,2.4524). Dans ce cas, Ry = 2.7764 > 1 et par le théoréme 3.3, E*
est globalement asymptotiquement stable.

e La figure 4.7 montre la solution EDP obtenue en utilisant le jeu de parametres 2
avec E* = (9.8534,0.5509). Depuis Ry = 2.7764 > 1, E*est globalement asymptoti-
quement stable.

e La figure 4.8 montre la solution EDP obtenue en utilisant le jeu de parametres 3
avec Ey = (8.75,0). Dans ce cas, Ry = 0.8750 < 1 et en utilisant le théoréme 3.2 avec
0 e [%—Z, 1.2449], E, est globalement asymptotiquement stable.

e La figure 4.9 montre la solution EDP obtenue en utilisant le jeu de parametres 4
avec Ey = (8.75,0). Dans ce scénario, nous avons a nouveau Ry = 0.8750 < 1 et avec

0 e [%, 1.2449], E, est globalement asymptotiquement stable.
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(A) (B)

Sr— 8

-
T

ult)fu(t)

. . . . . n . . .
0 10 20 30 40 50 60 1} 10 20 o 40 a0 60
Time ¢ Time t

Ficure 4.4 — Solutions numériques du systeme (4.2) (cas EDO) soumis aux premier et

deuxiéme ensembles de parametres.

(A) (B)
10 T T T a — T
I ]
|
a-|| |
A sT(

ult) /vt

: L L L L L . . . .
4] 10 20 30 40 50 &0 [ 10 20 0 40 50 GO
Time ¢ Time ¢

FIGURE 4.5 — Solutions numériques du systéme (4.2) (cas EDO) soumises aux troisieme et

quatrieme ensembles de parametres.
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4.2 Deuxiéme exemple

85

w(t, z)
v(t, x)

5

Time & 0o Distance x

Distance =

Ficure 4.6 — Solutions numériques du systéme (4.2) soumis au premier ensemble de

parametres.

Time ¢ 0 p Distance = Time ¢ [ Distance =

Ficure 4.7 - Solutions numériques du systéme (4.2) soumis au deuxiéme ensemble de

parametres.
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4.2 Deuxiéme exemple

u(t, x)

Distance =

Time ¢ 0o

Distance ©

Time ¢ 0o

Ficure 4.8 — Solutions numériques du systéme (4.2) soumis au troisieme ensemble de

parametres.

Distance =

Distance x

00

Time ¢

Ficure 4.9 — Solutions numeériques du systeme (4.2) soumis au quatriéme ensemble de

parametres.

48




4.3 Troisieme exemple

4.3 Troisieme exemple

Le dernier exemple est obtenu en remplagant ¢(v) = %, ce qui donne le méme systeme

a

étudié dans [7],[24] mais avec d = d, = 0. Le systéme résultant est donné par

Ju v
§—d1Au:—)\kl+(2)u +A—-pu sur (0,00)xQ),
v _ v
e d,Av = /\k@u -0ov sur (0,00)xQ, (4.3)
u(0,x) = up(x), v(0,x) = vo(x) sur (),
3_5:3_3:0 sur (0,00) x dQ).

pour a > 0 et k > 0. Les conditions imposées peuvent étre vérifiées comme

¢(0) =0,
Q'(v)= (H(kl) > >0 pour tout v >0,
v (v) = v —F oy = ().

() = T

Les états stationnaires du systeme (4.3) sont donnée par E; = (%, 0) etE* = (O(:\X;,f*), Ha (E\IZ?I:;))

avec le nombre de reproduction Ry = ;\l—;\k > 1. Notons que si E* existe qu’il est globale-
ment asymptotiquement stable et que E, est globalement asymptotiquement stable si
(di[;lzzz)z <0< %(’j—; - %) lorsque d; # d, et si 6 = 1 quand d; = d, ou dans le cas EDO.
Le tableau 4.3 détaille les ensembles de parametres utilisés dans les simulations numé-

riques.
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4.3 Troisieme exemple

TaBLE 4.3 — Parametres de simulation pour I'exemple 3 : systeme (4.3).

Ensemble | Figure U Vo dy |dy | A|a|o|A|pu| k Ry
Ensemble 1 | 4.10(A) 3.3 5.6 -l - 13265 5 |18.6667
Cas | Ensemble 2 | 4.10(B) 3.3 5.6 - |- % }L % % % % 0.1544
EDO | Ensemble 3 | 4.11(A) 2.6 1.4 -2 328133 10
Ensemble 4 | 4.11(B) 2.6 1.4 -3l sl A2 2] S 04941
Ensemble 1 | 4.12 | 57+ | 56,500 | 31 5 1111376 | L) 41186667
Cas | Ensemble 2 | 4.13 0.6+ | 044800 | 5 12| | 126 |L] 2186667
EDP | Ensemble 3 | 414 | 101+ o443 15 | |2 L3/ g |2 1| 10
Ensemble 4 | 4.15 | 0.5+ | 5,800 g f s 11113313 ] 01544
Ensemble 5 | 416 | 0.6+ | 044300 137 5 (11 L 111313161 04941

Voici une description des résultats :

Les figures 4.10 et 4.11 montrent les solutions numériques du systeme (4.3) résul-
tant des quatre ensembles de parametres dans le cas EDO avec des états station-
naires E* = (11.1857,5.3), Ey = (1.75,0), E* = (10.9548,1.1613) et Ey = (1.4,0) res-
pectivement. Dans les quatre scénarios, les méthodes analytiques et numériques
conviennent que les équilibres sont stables.

La figure 4.12 montre la solution EDP obtenue en utilisant le jeu de parametres 1
avec E* =(11.1857,5.3). Dans ce cas, Ry = 18.6667 > 1 et par le théoreme 3.3, E*
est globalement asymptotiquement stable.

La figure 4.13 montre la solution EDP obtenue en utilisant le jeu de parametres
2 avec E* = (11.1857,5.3). Dans ce cas, Ry = 18.6667 > 1 et E* est globalement
asymptotiquement stable.

La figure 4.14 montre la solution EDP obtenue en utilisant le jeu de parameétres 3
avec E* =(10.9548,1.1613). Dans ce cas, Ry =10 > 1 et E* est globalement asymp-
totiquement stable.

La figure 4.15 montre la solution EDP obtenue en utilisant le jeu de parametres
4 avec Ey = (1.75,0). Dans ce cas, Ry = 0.1544 < 1 et par le théoréme 3.2 avec

0 € [%, 1 1.1701], E, est globalement asymptotiquement stable.
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4.3 Troisieme exemple

e La figure 4.16 montre la solution EDP obtenue en utilisant le jeu de parametres

5 avec Ej = (1.4,0). Dans ce cas, Ry = 0.4941 < 1 et par le théoréme 3.2 avec O €

[%, 2.9014], E, est globalement asymptotiquement stable.
. w . _ ®
B _
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o :

w(f)/w(t)
u[f}'l_.-' a.-[f;l

[+] 5 10 15 20 a 10 20 30 40
Time t Time £

F1GUure 4.10 - Solutions numériques du systeme (4.3) (cas EDO) soumises aux premier et

deuxiéme ensembles de parametres.
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FiGure 4.11 - Solutions numériques du systeme (4.3) (cas EDO) soumises aux troisieme

et quatrieme ensembles de parametres.
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5.5

'u{!., ﬂ':]

4.5

40

20

5

T'ime t 0o Distance z Time # 0o Distance =

Ficure 4.12 - Solutions numériques du systéme (4.3) soumis au premier ensemble de

parametres.

ult, z)

Fime ¢ 0 o Distance

I'ime t 0o Distance x

Ficure 4.13 — Solutions numériques du systéme (4.3) soumis au deuxiéme ensemble de

parametres.
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Ficure 4.14 - Solutions numériques du systeme (4.3) soumis au troisieme ensemble de
parametres.
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FIGURE 4.15 - Solutions numériques du systéme (4.3) soumis

au quatrieme ensemble de
parametres.
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20
Time t Distance
F1GURE 4.16 — Solutions numériques du systéme (4.3) soumis au cinquiéme ensemble de

parametres.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié un systéeme d’équations aux dérivées partielles de

type parabolique.

Ce systéme décrit la propagation de certaines épidémies dans une population divisée en

deux classes, les susceptibles et les infectés.

L’étude concerne la stabilité locale et asymptotique des points d’équilibres du systéme

sans diffusion et avec diffusion.

L'outil utilisé pour l’existence des solutions est le théoreme de Hille-Yosida et les résultats
établis sont obtenus par le critere des valeurs propres et les fonctionnelles de Lyapunov.
Enfin, en termes d’illustration de cette étude, nous avons achevé ce travail par une étude

numérique sur trois exemples différents.
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Abstract

The aim of this work is to study the dynamics of a reaction-diffusion SI (susceptible-
infectious) epidemic model with a nonlinear incidence rate describing the transmission of
a communicable disease between individuals. We prove that the propose model has two
steady states under one condition. By analyzing the eigenvalues and using the linearization
method and an appropriately constructed Lyapunov functional, we establish the local and
global asymptotic stability of the non-negative constant steady states subject to the basic re-
production number being greater than unity and of the disease-free equilibrium subject to
the basic reproduction number being smaller than unity in ODE case. By applying an appro-
priately constructed Lyapunov functional, we identify the condition of the global stability
in the EDP case. Finally, we present some numerical examples illustrating and confirming
the analytical results obtained throughout the work.

Key words:
Epidemic model, Ordinary and partial differential equations, Local and global asymptotic
stability, Lyapunov function,The basic reproduction number R, Local and global existence.

Résumé

Le but de ce mémoire est d’étudier la dynamique d’un modele épidémique de réaction-
diffusion SI (sensible-infectieux) avec un taux d’incidence non linéaire décrivant la trans-
mission d’une maladie transmissible entre individus. Nous prouvons que le modéele proposé
a deux états stationnaires sous une condition. En analysant les valeurs propres et en utilisant
la méthode de linéarisation et une fonctionnelle de Lyapunov convenablement construite,
nous établissons la stabilité asymptotique locale et globale des états stationnaires constants
non négatifs sous réserve que le nombre de reproduction de base soit supérieur a I'unité et
de I’équilibre sans maladie sous réserve que le nombre de reproduction de base soit inférieur
a 'unité dans le cas de ’ODE. En appliquant une fonctionnelle de Lyapunov construite de
maniere appropriée, nous identifions la condition de la stabilité globale dans le cas de EDP.
Enfin, nous présentons quelques exemples numériques qui illustrent et confirment les ré-
sultats analytiques obtenus tout au long de ce mémoire.

Mots clés :

Modéle épidémique,Equations différentielles ordinaires et partielles, Stabilité asymptotique
locale et globale,Fonction de Lyapunov,Le nombre de reproduction de base R, Existence lo-
cale et globale.
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