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CORRIGE TYPE DE LA SERIE DES EXERCICES 1
OPTIMISATION SANS CONTRAINTES -LMD- S5

Solution de I’exercice 1
Soit f : R?> — R la fonction définie
2392

flz,y) = 2+ 2 si (x,y) # (0,0),
0 si (z,y) = (0,0).

1. Etude de la continuité de f sur R??
Etude sur R?\(0,0) : la fonction f est continue sur R?\(0,0), car quotient de fonctions dont le déno-
minateur ne s’annule pas.
Etude en (0,0) : pour que f soit continue en (0,0) il faut que lim  f(xz,y) = f(0,0) = 0. Passons

(z,y)—(0,0)
on coordonées polaires : x = 0+ rcos(f),y = 0+ rsin(h)
232
lim T,Y) = im —
w200 Y = 000 77+

= lim 73 cos®(#) sin?()
r—0

— T 43 enc3(h) cin2

= rh_n}Or cos”(#) sin“(0)

Par conséquent f est continue sur R2.

2. Pour (z,y) # (0,0), on a
3z2y% (22 + y?) — 2242

A Of(my) ) _ 24 y2)?
Vi(z,y) = ( 9, (2, 1) > = 2x3y(a§§+ y%/) )_ 20343
(22 + y?)?

Pour (z,y) = (0,0), on a
0, £(0,0) iy £(020) = £(0,0) 0
(9110, [ i - )
Vf(0,0)_<3yf(:B,?/))_ " Of(o,h)—f(o70) _<0>

h—0 h

3. f est de classe C1(R?)?
On a déja vérifie la continuité et la dérivabilité de f, il reste d’étudier la continuité des dérivées partielles,

st
Opf(z,y) = (22 + y2)2 Y T
0 si (z,y) = (0,0).

O, f est continue sur R?\(0,0), pour (z,y) = (0,0), on a

lim 76 cos?(6) sin?(0)(cos?(#) + 3sin?(h)) 0= 0,£(0,0)

lim 8{Ef(x7 y) 4

(2.)—(0.0) ~ 0 r
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Par conséquent O, f est continue sur R%. On a aussi,
225y
Oyf(z,y) = (22 +y2)?
0 si (z,y) = (0,0).
9y f est continue sur R?\(0,0), pour (x,y) = (0,0), on a

275 cos®(6) sin(6)
4

li — i
uwf%m@J@ﬂ)7£% "

donc 9, f est continue sur R2. Par conséquent la fonction f est de classe C'(R?).

4. On a la fonction f est de classe C'(R?), alors f est différentiable sur R2,
En résumé, soit f : RP — R et p > 1, on a le schéma suivant :

fect
4]

f différentiable

f continue f dérivable

Solution de ’exercice 2
Soit f : R? — R la fonction définie

y4

f(:v,y) = T2 + y2 si (l‘,y) - (070)7
0 st (z,y) = (0,0).

1. La fonction f est continue sur R?\(0,0), de plus

lim  f(x,y) =

(z,y)—(0,0) (z.y)—(0,0) 2% +y
= lim r?sin(9) = 0 = £(0,0)
r—0

Par conséquent f est continue sur R2.
2. Calculer V f(z,y) pour (z,y) # (0,0); calculer ensuite V f(0,0).
3. Pour (z,y) # (0,0), on a
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4. f est-elle différentiable sur R? ?

On remarque que f est de classe C!(IR?\(0,0)), alors elle est différentiable sur R2\ (0, 0), il reste d’étudier

la différentiabilité au point (0, 0).

Rappel. Soit f une fonction & valeurs réelles définie sur une partie ouvert D de R2. Soit (xg,0) € D un

point lequel f est dérivable. f est différentiable en (z,yg) si et seulement si :

f(wo 4 h,yo + k) — f(x0,y0) — hOx f(x0,y0) — kO, f (20, Y0)

lim =0.
(h,k)—=(0,0) Vh2+ k2
Etude en (0,0) :
_ F(h, k) — £(0,0) — hd, £(0,0) — kd, £(0,0) . A

lim = lim _—

(h,k)—(0,0) Vh2 + k2 (hk)—(0,0) (B2 + k2)

. 4
I 1 ()) I
r—0 r

Par conséquent f est différentiable sur R2.

5. La fonction f est-elle de classe C'(R?)?
Il reste d’étudier la continuité des dérivées partielles au point (0,0), on a

-9 4 ) 5 a4
xy _|2r cos(6) sin*(0) <o 0.
(22 +y?)? r r—s0
et
4322 +2y°| | 4r° cos?(0) sin®(0) + 2r5 sin®(6) 0
(22 +y2)? | rd r—0
alors

lim 0y f(z,y) =0=0,f(0,0),

(z,y)—(0,0

lim Oy f(z,y) =0=20,f(0,0)

(z,y)—(0,0)

Par conséquent 9, f et 9, f sont continues au point (0,0), alors la fonction f est de classe C!(R?).

Solution de ’exercice 3

Soit la fonction de deux variables

dy*a® —y® — 227 .
f(x, y) = 3x4 + 2y4 51 (l‘, y) 7£ (07 0)7
0 st (z,y) =(0,0).

Soit (v1,v2) un vecteur unitaire du plan alors (vi,v2) # (0,0), la dérivée de f en (zo,yo) selon la direction

v = (v1,v2) est

h h) —
Ouf(x0,90) = hhi)no f(zo +v1h,yo +hv2 ) — f(x0,y0)

alors

f(’l)lh, ’Ugh) — f(O, 0) 4(Ugh)2(?}1h)3 — (Ugh)5 — 2(1)1]’L)7

0y f(0,0) = lim = lim

h—0 h h—s0 (3(1)1h)4 + 2(?)2h)4)h
. 41}%1}% — vg’ — 2th2 4@%1}% — vg’
= lim = .
h—0 3v1 + 211% 3vy + 2?.1%
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4 2,3 .5
On conclut que la dérivée directionnelle 9, f(0,0) existe et égale 9, f(0,0) = %.

Solution de ’exercice 4

Soit f la fonction de R? — R définie par : f(z,y) = 1Y, soit a = (1,2), v = (1/v/2,1/v2).
2

1\ (1)’
— Ona |v||3 = \/(ﬂ) + <\/§) =1, alors |[v|2 = 1, donc v est un vecteur unitaire de R2.

— On a la fonction f est de classe C!(R?), alors f est différentiable sur R?, d’ou la dérivé de f en (2o, o)
selon la direction v = (v1,v2) est

Oy f (0, Y0) = V f(20,90) " v = 0. f (20, Y0)v1 + Oy f (0, Yo)v2-

On calcule le gradient de f,

alors,
2¢4
vi) = (%)
donc
1 1 3t
0uf(1,2) = VF(1,2) v = 2e*v; + etvy = 2645 + 645 = %.

Solution de I’exercice 5
Rappel (Développement limité & I'ordre 2 dans RP) Soit f : D C R? — R une fonction de classe C2(D). Alors
au voisinage de xg € D on a

f(x) = f(@0) + (& — 20)" V f(w0) + %(w — 20)" Hessp(xo)(z — x0) + o([lz — z2%).

1. f(z,y) =sinz.siny, f est de classe C? sur R?, au voisinage (xo,%0) = (0,0), on a

Fe3) = F0.0) + (2. 950,00+ (o) ress 0,0) (2

On a f(0,0) = 0.
On calcule le gradient de f,

Vf(z,y) = ( cos x.siny )

sinz.cosy

Vﬂ&®=<8>

alors,

On calcule la matrice Hessienne de f,

H@SSf(xvy) = ( 8y$f(x7y

alors,
—sinzsiny cosxcosy
cosxcosy —sinxsiny

Hess s (z,y) = (
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d’ou

Hessf(0,0) = < (1) é >

f(x,y):%(x,y) ( (1) [1) > ( ;j > :%(w,y) ( g ) = zy.

2. flx,y) =14z +y+2%—2y+y? f est de classe C? sur R?, alors au voisinage (z0,%0) = (0,0) on a :

On trouve finalement

Fas) = F0.0) + (2.) V50,0 + (o) ress 0.0) (2

On a f(0,0) = 1.
On calcule le gradient de f,

Viy) = ( iiﬂgz )

v =y )
On calcule la matrice Hessienne de f,

Hessf(z,y) = < %fé%?/; Oy f (2, y) ) _ ( _21 —21 >

alors,

alors,

Hess;(0,0) = < _21 _21 >

v (1) e (4 7)(2)

_ 1 20 —y
—1+x+y+2(a:,y)<_x+2y)

On trouve finalement

1
:1+x+y+§(2x2—xy—xy+2y2)

=l+z+y+a®—ay+y’

Solution de I’exercice 6

fR" —R
x— f(z) ={(c,z) +b c,x € R"et b e R.

n
On prend ¢ = (¢1, ..., Cn), © = (21, ....2), alors f(z) = chi +b
i=1

8331f(x) C1
Vf(x)= = =c, et V2f(z) = 0.
Ox, f () Cn
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g:R" — R™
x+——g(xr)=Lx+0b L e Mpn(R)et b e R™.
Ly Lo .. L, 1 b1
On prend L = ' ' ' , T = ' et b= ’ alors
Lini Lo ... Lpp Tn bm,
Ly Lo ... Ly, T b1
gle) = +
Liypi Lpo ... Lpp Tn bm,
Liyz1 + Ligxo + ... + Ly + b1 g1()
Lpyixy 4+ Lyaxa + ... + Lipn@n + b gm ()
alors
O0r,91(x)  Opyg1(x) ... 0Os,91(x) Ly Lo .. Li,
Jo(z) = . : . _ . C e _I
O 9m () Opogm(x) ... O, gm(T) Lpi Lm2 ... L
On obtient
Jg(x) =1L
3.
fR" —R
x|—>f(x):%(z4x,x>+<b,x>+c A e M,(R), b,z € R"et c € R.

On va calculer V f(z),

On a la fonction f (f : R — R) est de classe C*° sur R", d’aprés le développement de Taylor d’ordre
1,on a:

fla+h) = f(z) + KTV f(z) +o(||A]), (1)

D’autre part on a

Flz+h) = %<A(x+h),(:c+ B)) + (b, (& + h)) + ¢

1 1 1 1
— 204, 0) + (b3 + e 2w, ) + S (AT, ) + (b, B + & (AR, R)
2 2 2 g
RS o(lInl)

Et comme |(Ah, h)| < ||Al|2||h]|?, on a

flz+h) = f(z)+ %<(A+ AT)a + b, ) + o(|[hll)

= (&) + BT ((A+ AT)z +8) + of|14]) )
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1
D’aprés (1) et (2), on obtient Vf(x) = (A + AT)z + b, si A est symétrique Vf(z) = Az +b.

On calcule la Hessienne de f, d’aprés , on a

Vf(x+h)= %A(x—i—h)—i—%AT(aﬁ—Fh)—i—b

1 1
= 5(AJFAT):;: +h+5(A+ ATYh

=Vf(@)+ -(A+ AT)h.

1
et donc Hess(f)(z) = V2f(z) = i(A + AT). On en déduit que si A est symétrique, Hessf(z) = A.
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Université de Batna 2 3¢m¢ année mathématiques
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Département de mathématiques Sidi ali Fatima Zohra'

Corrigé type de la série des exercices 2
Optimisation sans contraintes -LMD- S5

Solution de I’exercice 1
L f(z,y) = (z —1)* + 2%
on calcule le gradient de f
Ouf(z,y) 2(x —1)
V .r, == =
F@) ( Oy f(x,y) 4y

On cherche les points critiques comme solutions du systeme

{ By f (x,y) = 0 :‘{ 4y =0

Ce systéme admet unique solution est (z,y) = (1,0), alors on a un seul point critique M = (1,0).

On calcule la matrice Hessienne de f

Hessf(l’ay) = ( By f (2, ) (‘)yzf(%y) ) B ( 0 4 )

On cherche la nature de M,
Hessf(1,0) = < (2) 2 )

On a det(Hess¢(1,0)) =8 > 0 et 0z, f(1,0) = 2 > 0, donc la matrice Hessf(1,0) est définie positive.
Par conséquent, le point M est un minimum local de f.

2. f(z,y) = 323 — 62y + 3y°.

on calcule le gradient de f

2 _
viea=( %05 )

On cherche les points critiques comme solutions du systeme

O f(z,y) =0 922 — 6y =0
{ Oyf(z,y) =0 — —6x 4+ 6y =0

ce systéeme admet deux solutions sont (z,y) = (0,0) et (x,y) = (%%) , alors f admet deux points
critiques My = (0,0) et My = (%7 %)
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On calcule la matrice Hessienne de f

18z —6
HeSSf(x,y):< 6 6 )

Hess;(0,0) = ( —06 _66 )

On a det(Hess¢(0,0)) = —36 < 0, donc la matrice Hess¢(0,0) est indéfinie.
Par conséquent, le point M7 est un point selle de f.

On cherche la nature de M,

On cherche la nature de My,

2 2 12 —6
H688f<3’3)_<—6 6)

On a det(Hessy (%,%)) =36 > 0 et Oy (%,%) = 2 > 0, donc la matrice Hessy (%,%) est définie
positive .
Par conséquent, le point Ms est un minimum local de f.

3. fla,y) = e Y(2? — 22).

on calcule le gradient de f

T—Y(p2 _ 2
Vf(may) = ( ei—y(<_xx2 +2§/y2+_2123) )

On cherche les points critiques de f,

e Y (x? —2y% +22) =0
e Y(—2 +2y% —4y) =0

ce dernier admet deux solutions sont (z,y) = (0,0) et (x,y) = (—4,—2) , alors f admet deux points
critiques My = (0,0) et My = (—4, —2).

On calcule la matrice Hessienne de f

B Y (22 — 2% +dx +2) e Y(—a? + 2y% — 21 — 4y)
Hessy(x,y) = ( e Y (—a? + 2% — 22 — dy) e Y(2? — 2% + 8y —4)

Hessz(0,0) = ( 3 34 )

On a det(Hessz(0,0)) = —8 < 0, donc la matrice Hess¢(0,0) est indéfinie.
Par conséquent, le point M7 est un point selle de f.

On cherche la nature de M,

On cherche la nature de M>,

Hessy (—4,-2) = ( 8e-2  _19¢-2

On a det(Hessy (—4,—2)) = 8¢™4 > 0 et 9y, f(—4,—2) = —6e72 < 0, donc la matrice Hessy (—4, —2)
est définie négative. Par conséquent, le point Ms est un maximum local de f.
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4. f(z,y) = 2>+ xy? — 2%y — >,

On calcule le gradient de f

Vi(zy) = (
On cherche les points critiques de f,

{3x2+y2—2xy:0 {2m2+(m—y)2:0

322 + 4% — 2xy
22y — x2 — 3y?

2y —a? —3y? = 0 27 — (z—y)* =

La seul point critique de f est M = (0,0).

On calcule la matrice Hessienne de f

6x — 2y 2y —2zx
2y —2x 2z — 6y

Hessf(0,0) = < 8 8 )

On a det(Hessy (0,0)) = 0, alors on peut rien déduire sur la nature de M.

D’autre part, on a au voisinage de (0, 0),

f(2z,z) = 523, alors f(2z,2) > 0 = £(0,0) pour = > 0, et f(2z,2) <0 = f(0,0) pour = < 0.
Par conséquent, le point M7 est un point selle de f.

Hess¢(x,y) = <

On cherche la nature de M,

Solution de I’exercice 2

On considere la fonction définie sur R? par :
Y(z,y) € R?, f(z,y) = 222 + y? + 122 + 4y + 22y + 24.

1. f est de classe C? sur R? car f est une fonction polynomiale définie sur R2.

2. (a) On calcule le gradient de f

V(o) = ( 4$—|—2y—|—12>

204+ 2y +4
On cherche 'unique point critique (a, b) de f,

dr +2y+12=0
2r4+2y+4=0

Ce systeme admet une seule solution (z,y) = (—4, 2), alors f admet un seul point critique (a,b) = (—4, 2).

(b) On calcule la matrice Hessienne de f

4 2
Hess¢(x,y) = ( 5 9 )
alors,
4 2
Hess¢(a,b) = < 9 9 )
(c) On a det(Hessf(—4,2)) =4 > 0 et 0ppf(—4,2) = 4 > 0, donc la matrice Hess¢(a,b) est définie

positive.
En déduire que f admet un minimum local m au point (a,b) = (—4,2), avec m = f(—4,2) = 4.
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3. (a) On a

2
2(:c+g+3)2:2(x+g) +12<x+g)+18

2
:2x2+2xy+%+12x+6y+18,
on trouve que

2

2x2+2xy+121::2(x+%+3)2—(%+6y+18). (1)
(b) On a aussi
1 y?
—(y—22=Z -2y +2
on trouve que
2
1
%—23/—}—6:5(3/—2)24-4. (2)

(c) On insert 1'égalité dans Pexpression de f, on obtient

flx,y) = 22 + % + 122 + 4y + 2zy + 24
2
=2+ 2432 — (L +6y+18) +y?+4y+24

2 2
2
:2(x+%+3)2+%—2y+6

En utilisant 1’égalité dans 1’égalité ci-dessus de f, on trouve
f(z,y) =2(z + % +3)% + %(y —2)? +4,
ceci implique que
V(z,y) € R?, f(z,y) > 4.

alors,

V([E,y) S sz f(x,y) > f(_47 2)7

On conclut que, le minimum déja trouver m = 4, dans la question (2)(c) est un minimum global de f sur R2.

Solution de ’exercice 3

Soit f la fonction définie sur R? par :
¥(z,y) €R?, f(w,y) = 2e" WD,

(1) La fonction f est de classe C? sur R? car elle est la composition de fonctions de classe C? sur R?.
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(2) (a) On calcule le gradient de f

A+ z(y? +1))er D)
Vf(ﬂj, y) - < 2$2y6$(y2+1)

(b) On va montrer que le seul point en lequel f est susceptible de présenter un extremum local est A =
(_17 0) .
on a ,

(1+z(y? + 1))+ =0
2$2yex(y2+1) -0

Ce systeme admet une seule solution (z,y) = (—1,0) , alors f admet un seul point critique A = (—1,0) .

(3) (a) On calcule la matrice Hessienne de f

Hess(r.y) = (30 D)+ Ve 24 a(y? 4 1)20yer 4D
PP @4 a? + 1)2opertt+y (1+ 2ay?)22%e* (" +1)

(b) On a
e1 0
Hessf(—1,0) = ( 0 961 )

det(Hessf(—1,0)) =2e 2> 0 et O, f(—1,0) = e~ > 0, donc la matrice Hessf(—1,0) est définie positive.
En déduire que f admet un minimum local m au point A, avec m = f(—1,0) = —e 1.

(4) (a) Pour z > 0, on a 2+ 1 > 1 alors z(y% + 1) > z, donc @ 1) > ¢ on trouve ze®¥* 1) > ze®.
Pour £ <0, on a y2 +1>1 alors :c(y2 +1) <=z, donc e (W +1) < €%, on obtient rer+1) > re®.
Par conséquent, V(x,y) € R%,  f(z,y) > xe®.

(b) On va étudier les variation de la fonction g définie sur R par g(z) = ze®.

g est dérivable sur R, et

J(@) = (@ + 1)e".

Le tableau de variation de g sur R,

T -1
g'(x) - 0 +
oo | T

On conclut que,

Vz eR, g(z)>—e?

Par conséquent
V(z,y) €R?  flz,y) > —e ! = f(=1,0),

alors le minimum déja trouver dans la question (2)(b) est un minimum global de f sur R2.
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Solution de ’exercice 4

Soit f la fonction définie sur R? par :

V(z,y) € R?, f(z,y) = 2° + ¥ + 3zy.

(a) On calcule le gradient de f

322 +3

On calcule la matrice Hessienne de f

6x 3
Hessf(a:,y):< 3 6y>'

(b) On note u(x) = x et v(x) = e alors

/

f (@), v(@) = o/ (@) f (ulz), v(x)) + v (2)0y f (u(x), v(x))
=0y f(x,€e”) + €0y f(z, €e”)
= 327 + 3e” + €"(3e** + 3x)

(c) L’équation du plan tangent a la surface d’équation z = f(x,y) au point (1,1.5), est
z=f(1,1.5) 4+ (x — 1,y — 1.5)V f(1,1.5).
(d) On cherche les points critiques comme solutions du systéme

Ouf(w,y) =0 __ [ 3243y=0
Oyf(x,y) =0 32 +32 =0

Ce systéeme admet deux solutions sont (0,0) et (—1,—1), f admet deux points critiques M; = (0,0) et
My = (—1,-1).

(e) On cherche la nature de M,

Hessz(0,0) = < g ?6 >

On a det(Hessf(0,0)) = —9 < 0, donc la matrice Hessf(0,0) est indéfinie. Par conséquent, le point M; est
un point selle de f.

On cherche la nature de M,

Hessp(—1,-1) = ( _36 —36 )

On a det(Hessf(—1,—1)) =27 > 0 et et 0y, f(—1,—1) = —6 < 0, donc la matrice Hessy(—1, —1) est définie
négative.
Par conséquent, le point My est un maximum local de f.

(f) On a f(z,x) = 22% + 322, on voit que

lim f(x,z) =400,

r—>+00
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donc f n’a pas de maximum global, et

lim  f(z,z) = —oo0,

alors f n’a pas de minimum global.

Solution de I’exercice 5

On va étudier la convexité de I’ensemble suivant :

1. A={(z,y) e R?\ 22 +y? <1}.

Soit X7 € A, alors X1 = (v1,y1) € R? tel que 22 +9? < 1

Soit X € A, alors Xo = (22, y2) € R? tel que 23 + y3 < 1.

D’autre part, YA € [0,1], on a AX7 + (1 — A\)Xo = (Az1 + (1 — Nz, Ay1 + (1 — Nya),
alors VX1, Xy € A, VA € [0,1], on a

(Azp + (1= Nao)? + Ayr + (1 = Ny2)? = 2222 +93) + (1 — V)2 (23 4+ 33) + 201 — N (2122 + y172)

1 1
<N+ (1 -N2+20(1 - A)(§(x% +x3) + 5(

<A (1= N2 201 - )\)(%

<X (1A 4201 )G+ 5) = (4 (1= )

On conclut que
VX1, Xo € A,VAE[0,1,AX1+(1-N)Xa€ A

Par conséquent, A est un ensemble convexe.

2. B={(r,y) € B2\ J(y—?) > 0},

—_

Soit X7 € B, alors X1 = (z1,v1) € R? tel que =(y; — 23) >0

DN

Soit Xy € B, alors Xo = (z2,92) € R? tel que =(y2 — z3) > 0.

D’autre part, YA € [0,1], on a AX1 + (1 — A) X2 = (Az1 + (1 — Nzxo, Ay + (1 — X)),
alors VX1, Xy € B, VA € [0,1], on a

l\D

yi+93))

1
(21 +97) + 5 (@3 + 93))

=1

SO0+ (1= N)g2) = O + (1= A)2)) = S0+ (1= Nga) — 5 O1)? — (1= N)z)* = A1 = N

> 20+ (1= N)ad) — 5’ — 5((1 = Naa)’ = A1~ Nazs
%)\(1 —Na? + %/\(1 — Nz — M1 = Nz

= %)\(1 — N1 —22)* >0

On conclut que

VX1,Xo€ B,VA€[0,1],A X1 +(1-)N)X2€B
Par conséquent, B est un ensemble convexe.
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