el pa I pe¥l g lumn by ddds f sl deols

Université de Batna —2— Master 1- EDP et applications
Faculté de Mathématiques et d’Informatique Module : EDO 1
Département de Mathématiques 2019 - 2020

Travaux Dirigés (1)

Exercice 1. Pour chacun des problemes de Cauchy suivants, justifier I’existence d’une unique solution
maximale et déterminer son intervalle de définition :

X(t)=1+x(1), x(0)=1,
K@) =x3(t), x(0)=1,
¥ (t) = sinx(t), x(0) =
Exercice 2. Montrer que le probleme de Cauchy suivant

() =x3(t), x(0)=0
admet une infinité de solutions.

Exercice 3. Soit E I’espace de Banach des suites réelles tendant vers zéro, muni de la norme définie par
|[xX|[e0 = SUPpen|Xn| pour x = (xp)nen-
(1) Montrer que I’application f : E — E définie par
fx) = fln) = ‘xn|+ﬁ> Vx=(x,) €EE, neN
est continue de £ dans lui méme.
(2) Considérons le probleme de Cauchy

X (1) = f(x(1)), x(0)=0k.
Supposons que x € C!(] —a,a[; E) soit une solution avec a > 0. Montrer qu’on a
/
t
xn(t) >0, alt) >1, VneN, Vtel0,q].

Xn(1)
(3) Déduire alors qu’on a x, (1) > % ,VneNetVr €[0,a].
(4) Que peut-on conclure ?

Exercice 4. Considérons 1’équation de Riccati X' (t) = x*(¢).

(1) Déterminer I’intervalle d’existence de la solution maximale du probleme de Cauchy associé a I’équa-
tion de Riccati en fonction de la donnée initiale x(0) = xo.

(2) Soit y(.) une fonction continue sur un intervalle J contenant 0 avec
y(t) < 0¥)ds e .
Montrer (en utilisant la question 1. ainsi que le lemme de Gronwall) que y(7) < ﬁ, Vield, t<l1.
(3) Considérons maintenant I’équation x’(¢) = x*(¢) 42, et soit x(.) la solution maximale du probléme
de Cauchy associé avec condition initiale x(0) = 0.

(3.1) Posons z(t) = e(~Jox(5)d5) Ecrire une EDO d’ordre deux de Iinconnue z(.) et montrer que 7'0) =
2"(0) =23(0) =0.
(3.2) Résoudre cette EDO en cherchant une solution z(.) sous forme d’une série entiére.

(3.3) Déduire alors que x(.) est définie sur un intervalle | — a,a[ avec a > 2.
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