el pa oI pe¥l g lumn by ddds f sl deols

Université de Batna —2— 1% année Master
Faculté de Mathématiques et d’Informatique Option : EDP et Applications
Département de Mathématiques 2018-2019

TRAVAUX DIRIGES I
MODULE : EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Exercice 1. (Lemme de Gronwall). Soient u,v : [0,7] — R deux fonctions continues, telle que pour ¢ > 0
ona

t
u(t) < c+ / uW(T)v(t)dz, Vi€ [0,T]
0
Montrer alors que

u(t) < ety ¢ 0,T]

Exercice 2. On considere le probleme de Cauchy suivant :
d 2 2,2
{ Ex(r)_ —iax(t) — 12X (1) (P-C)

(1) Montrer que le probléme (P-C) admet une unique solution maximale x : J =]T, T*[— R de classe C!
avec T, <0< T*.

(2) Vérifier que x est de classe C2. Est-elle de classe C*?
(3) Montrer que x(¢) > 0, pour tout ¢ € J.
(4) En déduire que x est strictement décroissante sur [0, 7*[ et que

0<x(t)<1, Vre|0,T™.
(5) Montrer que 7" = 0.
(6) Montrer que lim,_, . x(¢) existe et vaut 0.
(7) Vérifier que y(t) = )% est bien définie sur I'intervalle J. Trouver une EDO d’ordre 1 sur y.
(8) Expliciter y et vérifier que

1

1) = VielJ.
*(t) (1+¢%)(1+¢ —arctant)’ ©

(9) En déduire que T, est fini e que

T
T, > 5" 1.
Exercice 3. Soient F une fonction de classe C?> de R” dans R et (f9,x0) € R R". On considére le probléme
de Cauchy
{ %x(t) = —VF(x(1)) (P-C)
X (to) = X0,
ou VF est le gradient de F défini par V = ( aixl, e aixn) On suppose de plus que

lim F(x) = +oo.

[l e
(1) Montrer que (P-C) admet une solution maximale unique définie sur |7,, 7*| et que la fonction F (x(7))
est décroissante. En déduire que 7* = +oo.

C L 4 , .
(2) En considérant le cas n = 1 et F(x) = - montrer que I’on peut avoir T, > —oo.
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