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Exercice 1 :

Soit H = L?(0,1) et T = % un opérateur tel que
D(T)={f € H: f est absolument continue et f' € H}.
Montrer que l'opérateur T est fermé.

Exercice 2 : Soient Hy et Hy des espaces de Hilbert sur K, et soit T € L(Hy, Hs), Montrer que

1. R(T*)* = ker(T).
2. R(T)* = ker(T*).

3. R(T) = ker(T*)*.
R(T*) = ker(T)* .

>

Exercice 3 : Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert et T : Hi — Hy un opérateur linéaire.
Montrer que T est compact si et seulement si T est compact.

Ezxercice 4 : Soient H un espace de Hilbert et T' un opérateur linéaire sur H le noyau de T est
défini par ker(T) = {x € D(T) : Tx = 0}. Montrer que

1. Si le domaine de T est dense dans H, alors ker(T*) = R(T)* .

2. Si T est un opérateur fermé, alors ker(T) = R(T*)*.

Exercice 5 : Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert et T : D(T) C Hy — Hy un opérateur
linéaire de domaine dense et J : Hy X Hy — Hoy x Hy définie par J(hi,ha) = (—ha, h1).

1. Montrer que J est linéaire continue et bijective et J* = J~ 1.
2. Montrer que G(T*) = [J(G(T))]*.

8. Déduire que T™ est un opérateur fermé.

Ezxercice 6 :
Soit H=L*(0,1) et T = % un opérateur tel que

D(T)={f € H : f, ' sont absolument continues f(0)= f(1)=0et f" € H}.

Déterminer T adjoint de T'.



