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Exercice 1 
1/Soit 𝑓 une application de (𝐸, 𝒯) dans (ℝ̅, ℬ(ℝ̅))  mesurable . 
Montrer que l’ensemble {𝑥 ∈ 𝐸: 𝑓(𝑥) = 𝛼}   ∀ 𝛼 ∈ ℝ̅  est mesurable . 
2 /Soient 𝑓, 𝑔 deux applications de (𝐸, 𝒯) dans (ℝ , ℬ(ℝ)) mesurables . 
Montrer que les parties suivantes sont mesurables : 
(𝑓 = 𝑔) = {𝑥 ∈ 𝐸:  𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)}, (𝑓 ≠ 𝑔) = {𝑥 ∈ 𝐸:  𝑓(𝑥) ≠ 𝑔(𝑥)}, ( 𝑓 > 𝑔) = {𝑥 ∈ 𝐸:  𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥)}   
Exercice 2 (cours) 
Soient (𝐸, 𝒯) un espace mesurable et 𝑓, 𝑔 deux fonctions mesurables de 𝐸 dans ℝ  . 
1 /Montrer que les applications sup(𝑓, 𝑔) , inf(𝑓, 𝑔) , |𝑓| sont mesurables. 
2/Donner un exemple d’une application 𝑓 de 𝐸 dans ℝ non mesurable telle que |𝑓 |est mesurable. Que 
peut-on déduire ? 
Exercice 3 (cours) 
Soient (𝐸, 𝒯) un espace mesurable ,(𝑓𝑛)𝑛∈ℕ une suite de fonctions mesurables de 𝐸 dans ℝ 
On suppose que la suite (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ converge ( dans ℝ) vers la fonction 𝑓 pour tout 𝑥 ∈ 𝐸. 
Montrer que 𝑓 est mesurable. 
Exercice 4 
1/Soit 𝑓 une fonction de ℝ dans ℝ.On munit ℝ de la tribu borélienne  ℬ(ℝ). 
Montrer que si 𝑓 est continue alors elle est mesurable. 
2/Soit 𝑓 ∶ [𝑎, 𝑏] → ℝ  tel que 𝑓 est mesurable et dérivable. 
Montrer que 𝑓′ est aussi mesurable. 
Exercice 5  
Soient (𝐸, 𝒯) un espace mesurable , 𝑓 ∶ 𝐸 → ℝ  une fonction mesurable et 𝛼 > 0. On définit 𝑓𝛼par : 

𝑓𝛼(𝑥) =    {

𝑓(𝑥)    𝑠𝑖 |𝑓(𝑥)| ≤ 𝛼
𝛼        𝑠𝑖  𝑓(𝑥) > 𝛼

−𝛼       𝑠𝑖  𝑓(𝑥) < −𝛼
 

  

1/Prouver que 𝑓𝛼 (𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑔(𝑓(𝑥)) min(|𝑓(𝑥)|, 𝛼) avec  𝑠𝑖𝑛𝑔(𝑦) =
𝑦

|𝑦|
 , 𝑦 ≠ 0. 

2 /On déduire ,en utilisant deux méthodes ,que la fonction 𝑓𝛼est mesurable. 
Exercice 6 
Les fonctions suivantes sont-elles boréliennes ? 

𝑓1:  𝑥 ∈ ℝ2 ⟼ 𝑓1(𝑥, 𝑦) = {

𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
           𝑠𝑖   (𝑥, 𝑦) ≠ (0,0)

0                       𝑠𝑖   (𝑥, 𝑦) = (0,0)

 

 
𝑓2:  𝑥 ∈ ℝ ⟼ 𝑓2(𝑥) = exp(𝑐𝑜𝑠𝑥) ∈ ℝ+   ,            𝑓3:  𝑥 ∈ ℝ ⟼ 𝑓3(𝑥) = 1ℚ ∈ ℝ+ 

 
Exercice 7 (cours) 
 Soient (𝐸, 𝒯, 𝜇) un espace mesuré ,(𝑓𝑛)𝑛∈ℕ une suite de fonctions mesurables de 𝐸 dans ℝ. 
1 /Montrer que :                         𝜇(𝐸) < ∞ 𝑒𝑡      lim

𝑛→∞
𝑓𝑛 = 𝑓   (𝑝. 𝑝) ⟹   lim

𝑛→∞
𝑓𝑛 = 𝑓   (𝑐. 𝜇) 

2/Soient ([0,1[, ℬ([0,1[ , 𝜆) espace mesuré de Lebesgue, (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ une suite de fonctions définie par : 
𝑓𝑛 = 1

[
1

𝑛
,
2

𝑛
[
 ,montrer que 𝑓𝑛 → 0 en mesure, mais 𝑓𝑛 ne converge pas vers 0 presque partout. 

 


