Université de Batna 2. Semestre 2, 2019.

Mathématiques L3. Module: Analyse Numérique des EDO’s et EDP’s

Série d’exercices N°3.
Etude théorique des schémas numériques des EDO’s.

Exercice 1 Soit f € C3(R" x R;;R"); n > 1, yo € R et y est la solution
mazimale du probleme de Cauchy suivant :

oo e

On se donne une discrétisation de [0,T), définie par N € N et 0 =ty < t; <
o <ty =T.0n pose : hy =tg1 —tg; Ve =0,..., N — 1.

Pour la résolution numérique du probléme (PC), on considére le schéma de
discrétisation suivant :

Yo donné,
Yre+1 — Yk

he 3 Lf (i) + f (brrs ye + B f (s )] -

Montrer que ce schéma est convergent d’ordre 2.

Exercice 2 On considere le probleme de Cauchy suivant :

y(t) = f(t () 1 € [a.b]
{ y(a) = vo. ()

ot [a,b] C R, yo € R et f: [a,b] x R — R une fonction de classe C* sur
[a,b] x R et Lipschitzienne par rapport a la deuxiéeme variable. On notera
Y (t) la solution exacte de (E).

Pour résoudre numériquement (E), on propose le schéma numérique suivant

Yo = Yo
{ Ynt1 = Yn + Qhf(tn, yn) + Bhf(tn + Ay yn + Mf(tn,yn)),0 <n < N —

ot A €]0,1] est fizé, o, sont des réels a choisir au mieux, h = 22 et
tn =a+nh,0<n < N(N €N fizé), y, étant une approzimation de Y (t,).

1. Montrer que le schéma (S) est stable pour tout choiz de o et .

2. Déterminer une condition sur o et B pour que le schéma (S) soit con-
sistant avec le probléme (E).

3. En déduire une condition sur a et 8 pour que le schéma (S) converge.
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4. Déterminer « et 5 en fonction de A, pour que le schéma (S) soit d’ordre
2 (au moins).

5. En déduire qu’il existe une constante K > 0 telle que :

— < K.h*
JBax [y — Y (ta)] < Koh

Exercice 3 On considere l’équation différentielle

y'(t) = f(t.y(t) t € [0,7]
{M@Iw =

ot f:]0,7] x R — R wune fonction Lipschitzienne par rapport a la deuxiéme
variable.
Pour approcher le probléme (E), on consideére le schéma numérique suivant :

Yo = @ (S)
Yn+1 = Yn + hq)(t’rwy’rw h)7 n Z 0.

avec ®(t,y,h) = aK; + bK3, ot a et b sont deux constantes qu’il faudra
déterminer.
On a K1 = f(t,y), Ko = f(t+ %,y + %Kl) et K3 = f(t+ %,y - %Kg).

1- Quelle relation lie a et b pour que le schéma (S) soit consistant?
2- Ce schéma est-il stable quelque soit a et b dans R.
3- Déterminer a et b pour que ce schéma soit au moins d’ordre 2.

4- Montrer alors que ce schéma est en fait d’ordre 3.

Exercice 4 Montrer que la formule de Milne

h
Ynt+1 = Yn—1 + g(fn+1 +4f+ foo1)

est une méthode multipas d’ordre j qui est stable. FExpliquer pourquoi ses
coefficients sont les mémes que pour la formule de quadrature de Simpson.

Exercice 5 (a) Appliquer la méthode d’Adams explicite

3

1
Ynt1 = Yn + h(éfn — §fn—1)

avec h = 1/8 au probléme y' = y?, y(0) = 1 pour approcher y(1/2).
Pour y, utiliser la valeur obtenue par la méthode d’Fuler explicite.
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(b) Appliquer la méthode d’Euler explicite au méme probléme, également
avec h = 1/8.

(¢) Comparer les deux résultats numériques avec la solution exacte y(1/2) =
2.

Exercice 6 On s’intéresse au probleme de Cauchy suivant :

{ y'(t) = ft,y(t), t >0
y(to) = Yo

On choisit un pas h, on définit les instants t, (n > 0), et on note f, =
f(tn, yn).Soit le schéma a 2 pas défini par :

Ynt+1 + 00Yn + 1Yn—1 = hB fri1. (1)

1. Le schéma (1) est-il explicite ou implicite?
Pour cette méthode, ’erreur locale de consistance est donnée par

Tn = Y(tni1) + aoy(tn) + ary(tn-1) — ABf (tni1, y(tns1))
Par définition, la méthode (1) est d’ordre p si 7, = O(hP™) .

2. On suppose que la solution y est de classe C* et : y(t,) # 0, y'(t,) # 0

et y'(t,) # 0.
Déterminer les coefficients oy, oy et B de sorte que la méthode (1) soit

d’ordre 2.

3. En déduire que la méthode s’écrira

4 1 2h
Ynt1 = 3Yn + 3Yn-1 = ?fnJrl-
4. On étudie par la suite, la stabilité de ce schéma en lappliquant au
probleme :
y'(t) =—Ay(t), t =0
{ y(0) = yo.

ou A > 0 est un parametre réel, vérifiant que les y, satisfont la relation
suwivante :

2\h 4 1

Yni1(1 + T) ~ 3 + 3Yn-1= 0.



