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 TD 3  FONCTIONS INTEGRABLES 

Exercice 1(cours) 
1/Calculer l’intégrale de Lebesgue sur l’intervalle [0, +∞[ des fonctions 𝑓 et 𝑔 tel que : 

𝑓(𝑥) = 𝑒−[𝑥]  𝑒𝑡  𝑔(𝑥) =
1

[𝑥]!
  , [𝑥] = {𝑛 ∈ ℕ;  𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑛 + 1}. 

2 /Calculer l’intégrale ∫ 𝑓 𝑑𝜆   t.q:    𝐸 = [0,1] et  𝑓(𝑥) = {
0       𝑠𝑖            𝑥 ∈ ℚ

1      𝑠𝑖   𝑥 ∈ [0,1]\ℚ
 

Exercice 2  

Soit (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ une suite de fonctions mesurables de 𝐸 dans ℝ+ 

Montrer que ∫ ∑ 𝑓𝑛
∞
𝑛=1𝐸

𝑑𝜇 =  ∑ ∫ 𝑓𝑛𝑑𝜇.
𝐸

∞
𝑛=1  

Exercice 3 (cours) 

1 /Soit (𝑓𝑛)𝑛 une suite de fonctions mesurables de[0,
𝜋

2
] dans ℝ+, t.q:   𝑓𝑛(𝑥) = 1 − 𝑒−𝑛 cos 𝑥 

Calculer     lim
𝑛→∞

∫ 𝑓𝑛[0,
𝜋

2
]

𝑑𝜆. 

2/Calculer l’intégrale :      ∫
− ln(1−𝑥)

𝑥[0,1]
𝑑𝜆. 

Exercice 4 
Calculer les limites suivantes : 

1/∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ      lim
𝑛→∞

∫ (𝑐𝑜𝑠𝑥)𝑛
[𝑎,𝑏]

𝑑𝜆 ,     2 /  lim
𝑛→∞

∫ (1 −
1

𝑛
)𝑛

[0,1]
𝑒

𝑛

2𝑛+𝑥 𝑑𝜆  . 

Exercice 5 (cours) 
Soit (𝐸, 𝒯, 𝜇) un espace mesuré, 𝑓 ∈ ℳ+(fonctions mesurables positives) 

Montrer que : ∫ 𝑓 𝑑𝜇 = 0   ⟺ 𝑓 = 0   𝑃𝑃
𝐸

 

Exercice 6 

Soit (𝑓𝑛)𝑛∈ℕ une suite de fonctions mesurables de 𝐸 dans ℝ+ t.q:     lim
𝑛→∞

𝑓𝑛 (𝑥) = 𝑓(𝑥) . 

Montrer que :∀𝑛 ∈ ℕ;   ∫ 𝑓𝑛𝐸
𝑑𝜇 ≤ 𝑀 ⇒  ∫ 𝑓

𝐸
𝑑𝜇 ≤ 𝑀 . 

Exercice 7 
 Soient (𝐸, 𝒯) un espace mesurable et (𝑚𝑛)𝑛∈ℕune suite de mesure sur 𝒯. 
On suppose que :𝑚𝑛+1 ≥ 𝑚𝑛 pour tout 𝐴 ∈  𝒯 et tout 𝑛 ∈ ℕ. 
On pose 𝑚(𝐴) = sup {𝑚𝑛(𝐴),  𝑛 ∈ ℕ}   pour tout 𝐴 ∈  𝒯. 
1/Montrer que 𝑚 est une mesure. 
2/Soit 𝑓 ∈ ℰ+(𝐸, 𝒯) (fonctions étagées mesurables positives) 

Montrer que :  ∫ 𝑓 𝑑𝑚
𝐸

 = 𝑠𝑢𝑝 ∫ 𝑓 𝑑𝑚𝑛𝐸
 

3/Soit 𝑓 ∈ ℳ+(𝐸, 𝒯) ,montrer que :   (∫ 𝑓 𝑑𝑚
𝑛

)𝑛∈ℕest une suite majorée par ∫ 𝑓 𝑑𝑚
𝐸

. 

4/Montrer que lim
𝑛→∞

∫ 𝑓 𝑑𝑚𝑛𝐸
= ∫ 𝑓 𝑑𝑚

𝐸
. 

5/ Soit  𝑓 ∈ ℒℝ
1 (𝐸, 𝒯, 𝑚)  , montrer que 𝑓 ∈ ℒℝ

1 (𝐸, 𝒯, 𝑚𝑛) pour tout 𝑛 ∈ ℕ et que 

lim
𝑛→∞

∫ 𝑓 𝑑𝑚𝑛𝐸
= ∫ 𝑓 𝑑𝑚

𝐸
. 

 

 

 


